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Ââåäåíèå
Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå â òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå âîçðîñ èí-òåðåñ ê äèñêðåòíûì áðèçåðàì � ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûì êîëåáàòåëüíûìðåøåíèÿì â íåëèíåéíûõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòåìàõ. Äèñêðåòíûé áðèçåð ïðåäñòàâëÿåò èçñåáÿ äîëãîæèâóùåå âîçáóæäåíèå íà îäíîì èëè íåñêîëüêèõ óçëàõ ðåøåòêè, ýíåðãèÿêîòîðîãî ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ñðåäíþþ ýíåðãèþ, ïðèõîäÿùóþñÿ íà óçåë. Óñëî-âèÿ, îïðåäåëÿþùèå âîçìîæíîñòü ãåíåðàöèè äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ, íîñÿò äîñòàòî÷íîîáùèé õàðàêòåð, ïîýòîìó ñëåäóåò îæèäàòü èõ ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ïðîöåññû âîìíîãèõ ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ, â òîì ÷èñëå, â áèîëîãè÷åñêèõ ìàêðîìîëåêóëàõ � ÄÍÊ,áåëêàõ è äð., ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîëåêóëÿðíîéáèîëîãèè.Â ÷àñòíîñòè, áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ òàêèõ âûñîêîýíåðãåòè÷åñêèõâîçáóæäåíèé íà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàõ ðåøåòêè âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ïðîñòðàí-ñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûõ ïðîöåññîâ, çàâèñÿùèõ îò ýíåðãèè (íàïðèìåð, ðàçðûâà õèìè-÷åñêèõ ñâÿçåé â ìîëåêóëå), ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòüñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåìáåç ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ.Â äàííîì ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîì ìàòåðèàëå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå îáùèå ñâîé-ñòâà è ìåòîäû ÷èñëåííîãî è àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ áðèçåðíûõ ðåøåíèé âïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåìàõ, òî åñòü, ðåøåòêàõ. Òàêèåñèñòåìû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ñäâèãà, ÷òîïîäðàçóìåâàåò îòñóòñòâèå ïðîñòðàíñòâåííîãî áåñïîðÿäêà èëè äå�åêòîâ. Ïîâñåäíåâ-íûé îïûò ïîäñêàçûâàåò, ÷òî âñÿêîå èçíà÷àëüíî ëîêàëèçîâàííîå âîçìóùåíèå ñ òå-3



÷åíèåì âðåìåíè ðàñïðîñòðàíèòñÿ ïî âñåé ðåøåòî÷íîé ñèñòåìå (ïîäîáíî òîìó, êàêðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî âñåé âîäíîé ïîâåðõíîñòè âîëíû îò áðîøåííîãî â âîäó êàìíÿ).×òî ìîæåò ïîìåøàòü ïðîöåññó òàêîé äåëîêàëèçàöèè? Îêàçûâàåòñÿ, äîñòàòî÷íî äâóõïðåäïîñûëîê. Ïåðâàÿ èç íèõ � ýòî âûøåóïîìÿíóòàÿ äèñêðåòíîñòü ñèñòåìû, âòîðàÿ� íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé äèíàìèêè ñèñòåìû. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé âîç-ìîæíî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî îòíîñèòåëüíî íåäàâíî îáíàðóæåííîãî êëàññà ðåøåíèé,êàê äèñêðåòíûå áðèçåðû, òàêæå íàçûâàåìûå âíóòðåííå-ëîêàëèçîâàííûìè ìîäàìèâ �èçèêå òâåðäîãî òåëà èëè äèñêðåòíûìè ñîëèòîíàìè â íåëèíåéíîé îïòèêå. Ýòèòî÷íûå ðåøåíèÿ, ñóùåñòâóþùèå â îãðîìíîì êîëè÷åñòâå ðàçíîîáðàçíûõ íåëèíåéíûõðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé, õàðàêòåðèçóþòñÿ ïåðèîäè÷íîñòüþ âî âðåìåíè è ëîêàëèçàöèåéâ ïðîñòðàíñòâå, íåçàâèñèìî îò ðàçìåðà ðåøåòêè (êîòîðûé, êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãà-åòñÿ áîëüøèì), îò ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçìåðíîñòè ðåøåòêè, è (â øèðîêèõ ïðåäåëàõ)íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíîãî âèäà íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ðåøåòêå. Õîòÿ îáû÷-íî ãîâîðÿò î äèñêðåòíûõ áðèçåðàõ â êîíñåðâàòèâíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ, âîç-ìîæíû òàêæå îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àè íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåéñèëîé, äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì (ýòîò ñëó÷àé áóäåò ðàññìîòðåí â äàííîì ïîñîáèè), èäàæå êâàíòîâûõ ñèñòåì.Íåëèíåéíîñòü ïðèñóùà ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì ìíîãèõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì. Äèñ-êðåòíîñòü òàêæå âñòðå÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòèêðèñòàëëè÷åñêèå ðåøåòêè è ïîëèìåðíûå ìîëåêóëû, à òàêæå ìíîãèå èñêóññòâåííûåñèñòåìû, òàêèå êàê áîçå-ýéíøòåéíîâñêèå êîíäåíñàòû â îïòè÷åñêèõ ðåøåòêàõ, ñåòèñâÿçàííûõ äæîçå�ñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ, ñâÿçàííûå íåëèíåéíûå îïòè÷åñêèå âîëíîâî-äû, ìèêðî- è íàíîìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû � âñå ýòè ñèñòåìû îáëàäàþò ðåøåòî÷íîéñòðóêòóðîé. Òàêèì îáðàçîì, ïîíèìàíèå ìåõàíèçìîâ ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè ýíåðãèè âíåëèíåéíûõ ðåøåòêàõ âåñüìà àêòóàëüíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé �èçèêè,õèìèè, áèîëîãèè è ìåõàíèêè.Ïåðâîå óïîìèíàíèå î ëîêàëèçîâàííûõ âîçáóæäåíèÿõ â îäíîìåðíûõ öåïî÷êàõ ñâÿ-4



çàííûõ àíãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòå À.À. Îâ÷èííèêîâà [1℄1969 ãîäà. Ïî ïðîøåñòâèè çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè À. Ñèâåðñ (A. Sievers) è Ñ. Òàêå-íî (S. Takeno) âåðíóëèñü ê ýòîé ïðîáëåìå â 1988 ãîäó, îáíàðóæèâ ëîêàëèçîâàííûåâîçáóæäåíèÿ â çíàìåíèòîé ìîäåëè Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà [2, 3, 4℄. Â íà÷àëå 1990-õ ãî-äîâ áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàòåëüñêèõ êîëëåêòèâîâ ïðèñòóïèëè ê äåòàëüíîìóìàòåìàòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ òàêèõ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé, áëàãîäàðÿ ÷åìó çàïðîøåäøåå âðåìÿ áûë äîñòèãíóò çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â ïîñòðîåíèè èõ ñòðîãîéòåîðèè (ñì., íàïðèìåð, îáçîð [5℄). Îòìåòèì, ÷òî ñ 1998 ãîäà âåäóòñÿ ýêñïåðèìåíòàëü-íûå èññëåäîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ âîçáóæäåíèé â �èçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ðàçëè÷íîéïðèðîäû, êîòîðûå ïîäòâåðäèëè ïëîäîòâîðíîñòü èäåè î ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè âñëåä-ñòâèå äèñêðåòíîñòè è íåëèíåéíîñòè. Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû îñíîâíûå àñïåêòûïðîáëåìû ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè, â òîì ÷èñëå, äëÿ ñëó÷àÿ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì.0.1 Íåëèíåéíîñòü è ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñêðåòíîñòüÏðîàíàëèçèðóåì õàðàêòåð ñîâìåñòíîãî âëèÿíèÿ íåëèíåéíîñòè è äèñêðåòíîñòè íàïðîñòðàíñòâåííóþ ëîêàëèçàöèþ äèñêðåòíîãî áðèçåðà, èñïîëüçóÿ ïðîñòûå îöåíêè.Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìîäåëü â âèäå öåïî÷êè ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ,êàæäûé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì
H =

∑

n

[
1

2
p2

n + V (xn) + W (xn − xn−1)

]
. (1)Çäåñü öåëî÷èñëåííûé èíäåêñ n � ýòî íîìåð óçëà ðåøåòêè (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîé), à

xn è pn � ýòî êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå êîîðäèíàòà è èìïóëüñ äëÿ ñòåïåíè ñâîáîäû,ñâÿçàííîé ñ óçëîì n. Ïîòåíöèàë îñöèëëÿòîðà V è ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ W óäî-âëåòâîðÿþò óñëîâèþ V ′(0) = W ′(0) = 0, V ′′(0), W ′′(0) ≥ 0. Òîãäà òî÷êà xn = pn = 0� ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà öåíòð. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû èìåþò âèä
ẋn = pn , ṗn = −V ′(xn) − W ′(xn − xn−1) + W ′(xn+1 − xn) . (2)5



Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïîëó÷èìñèñòåìó ñâÿçàííûõ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðîé èìå-þò âèä áåãóùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû:
xn(t) ∼ ei(ωqt−qn) , ω2

q = V ′′(0) + 4W ′′(0) sin2
(q

2

)
. (3)Ýòè âîëíû õàðàêòåðèçóþòñÿ âîëíîâûì ÷èñëîì q è ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòîé ωq.Âñåâîçìîæíûå ÷àñòîòû ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí çàïîëíÿþò îáëàñòü äåéñòâèòåëü-íûõ çíà÷åíèé, íàçûâàåìóþ ëèíåéíûì ñïåêòðîì (èíà÷å ãîâîðÿ, �îíîííîé çîíîé � â�èçèêå òâåðäîãî òåëà, èëè ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ � â ðàäèîòåõíèêå). Â ñèëó ðåøåòî÷-íîé ñòðóêòóðû ñèñòåìû, ÷àñòîòà ωq çàâèñèò ïåðèîäè÷åñêè îò q è âñåãäà îãðàíè÷åíàñâåðõó ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Íàèáîëüøàÿ (äåáàåâà) ÷àñòîòà ãàðìîíè÷åñêèõ âîëíìàëîé àìïëèòóäû ðàâíà

ωπ =
√

V ′′(0) + 4W ′′(0) .Ïðèìåðû âèäà äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ ωq ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1. Â çàâèñèìîñòè îòâèäà ïîòåíöèàëà V (x), îíè ìîãóò èìåòü õàðàêòåð àêóñòè÷åñêèõ èëè îïòè÷åñêèõ (ïðè
V ′′(0) = 0 èëè V ′′(0) 6= 0, ñîîòâåòñòâåííî). Â ïåðâîì ñëó÷àå ëèíåéíûé ñïåêòð ïî-êðûâàåò èíòåðâàë −ωπ ≤ ω ≤ ωπ, âêëþ÷àþùèé ωq=0 = 0. Âî âòîðîì ñëó÷àå èìååòñÿçàïðåùåííàÿ çîíà |ωq| < ω0 =

√
V ′′(0). Ëèíåéíûå âîëíû õàðàêòåðèçóþòñÿ ãðóïïîâîéñêîðîñòüþ vg è �àçîâîé ñêîðîñòüþ vph. �ðóïïîâàÿ ñêîðîñòü

vg(q) = dωq/dq� ýòî ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà q, îïðåäåëÿþùàÿ ñêîðîñòü ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ óçêîïîëîñíîãî âîëíîâîãî ïàêåòà ñ öåíòðàëüíûì âîëíîâûì ÷èñëîì q. Íàêðàþ ëèíåéíîãî ñïåêòðà vg = 0. �ðóïïîâàÿ ñêîðîñòü îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ. Ôàçîâàÿñêîðîñòü
vph = ω/q� ýòî íåïåðèîäè÷åñêàÿ êîëåáëþùàÿñÿ �óíêöèÿ q. Â ñëó÷àå îïòè÷åñêîãî ñïåêòðà6



0 1 2 3
q

0

0.5

1

1.5

ω
q

V’’(0)=1, W’’(0)=0.1

V’’(0)=0, W’’(0)=0.1

�èñ. 1: Äèñïåðñèîííûå êðèâûå ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû äëÿ ìîäåëè(1).îáëàñòü çíà÷åíèé �àçîâîé ñêîðîñòè çàíèìàåò âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü, ïîñêîëüêó
ωq=0 6= 0. Äëÿ àêóñòè÷åñêîãî ñïåêòðà îíà îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ |vph| ≤ vg(q = 0).Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íå îïèñûâàþò âîçìóùåíèé áîëüøîé àì-ïëèòóäû. Ïîäîáíî ñëó÷àþ îäèíî÷íîãî íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà, ÷àñòîòà ïåðèîäè÷å-ñêèõ âî âðåìåíè ðåøåíèé çàâèñèò îò èõ àìïëèòóäû è, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò ðàñïî-ëàãàòüñÿ âíå ïðåäåëîâ ëèíåéíîãî ñïåêòðà. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîåâî âðåìåíè è ëîêàëèçîâàííîå â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèå óðàâíåíèé (2) � äèñêðåòíûéáðèçåð x̂n(t + Tb) = x̂n(t), ïåðèîä êîòîðîãî ðàâåí Tb = 2π/Ωb. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòèðåøåíèÿ, åãî ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå

xn(t) =
∑

k

AkneikΩbt . (4)Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, âñëåäñòâèå ïðåäïîëîæåíèÿ, òàêæå ëîêàëèçîâàíû ïî ïðî-ñòðàíñòâåííîìó èíäåêñó.
Ak,|n|→∞ → 0 . (5)7



Èññëåäóåì àñèìïòîòèêó õâîñòîâ äèñêðåòíîãî áðèçåðà, ãäå àìïëèòóäà ðåøåíèÿìàëà. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (4) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2) è ëèíåàðèçóåìïîëó÷åííûå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ. Ïîëó÷èìòîãäà ñëåäóþùèå ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:
k2Ω2

bAkn = V ′′(0)Akn + W ′′(0)(2Akn − Ak,n−1 − Ak,n+1) . (6)Åñëè kΩb = ωq, òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (6) èìåþò âèä
Ak,n = c1e

iqn + c2e
−iqn .Íåíóëåâûå êîý��èöèåíòû Ak,n áóäóò òîãäà îñöèëëèðîâàòü ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó èí-äåêñó áåç ñïàäàíèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èçíà÷àëüíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Åñëè, îäíàêî,

k2Ω2
b 6= ω2

q (7)äëÿ ëþáîãî öåëîãî k, òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (6) äàåòñÿ âûðàæåíèåì
Ak,n = c1κn + c2κ−n ,ãäå κ � ýòî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò q, Ωb è k. Òàêèå ðåøåíèÿ ñïàäà-þò â ïðîñòðàíñòâå ïî ýêñïîíåíòå â òîì èëè äðóãîì íàïðàâëåíèè, â çàâèñèìîñòè îòòîãî, êàêîé èç êîý��èöèåíòîâ c1,2 îòëè÷åí îò íóëÿ. ×òîáû óñëîâèå (7) ìîãëî áûòüâûïîëíåíî ïðè ëþáîì öåëîì k õîòÿ áû äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû Ωb, íåîáõî-äèìî ïîòðåáîâàòü îãðàíè÷åííîñòè ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà ωq ïî ìîäóëþ. Èìåííî â ñè-ëó ýòîãî òðåáîâàíèÿ íåîáõîäèìà ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñêðåòíîñòü ñèñòåìû. Ëèíåéíûåñïåêòðû íåïðåðûâíûõ ïîëåâûõ óðàâíåíèé, êàê ïðàâèëî, íå îãðàíè÷åíû. Â ýòîì ñëó-÷àå íåèçáåæíû ðåçîíàíñû âûñîêèõ ãàðìîíèê ðåøåíèÿ ñ ëèíåéíûì ñïåêòðîì ñèñòåìû.Óñëîâèå íåðåçîíàíñíîñòè (7) ÿâëÿåòñÿ (ïî÷òè) íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûõ, ïåðèîäè÷åñêèõ âî âðåìåíè ðåøåíèé â ãàìèëüòîíî-âûõ ðåøåòêàõ [6, 7℄.Ïðèâåäåííûé àíàëèç ìîæåò áûòü îáîáùåí íà äðóãèå òèïû ðåøåòî÷íûõ ñèñòåì,íàïðèìåð, ñ íåëîêàëüíûìè ñâÿçÿìè, ñ äâóìÿ è áîëåå ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà óçåë8



ðåøåòêè, äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå ðåøåòêè è ò. ä. Óñëîâèå íåðåçîíàíñíîñòè (7) íîñèò,òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåð óíèâåðñàëüíîãî, îòðàæàÿ êëþ÷åâóþ ðîëü äèñêðåòíîñòè èíåëèíåéíîñòè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ.Êàê è ëþáîå ïðàâèëî, óñëîâèå íåðåçîíàíñíîñòè èìååò èñêëþ÷åíèÿ. Â ñëó÷àå íåïðå-ðûâíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ýòî âîçìîæíî, åñëè ñèñòåìà èëè ðåøåíèå îáëàäàåòäîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè. Õîòÿ ýòî è ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñäëÿ îïðåäåëåííûõ ïðèëîæåíèé, êàê ïðàâèëî, òðåáîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ ñèììåòðèéîãðàíè÷èâàåò êðóã âîçìîæíûõ ðåøåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîòåðÿ ñèììåòðèè ïðèâîäèòê ïîòåðå ëîêàëèçàöèè, â îòëè÷èå îò íåëèíåéíûõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòåì, ãäå íèêàêèåäîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ ñèììåòðèè íå íàêëàäûâàþòñÿ.Õîòÿ â íåëèíåéíîé ðåøåòêå ðåçîíàíñû ðåøåíèÿ ñ ëèíåéíûìè âîëíàìè óñòðàíÿþò-ñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì, âîçìîæíû òàêæå è äðóãèå âàðèàíòû. Íàïðèìåð,ìîæíî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ, èëè õîòÿ áû âçàè-ìîäåéñòâèå áåç ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê âûðîæäåííîìó ëèíåéíîìó ñïåêòðó� íåâàæíî, äëÿ ðåøåòêè èëè íåïðåðûâíîé ñèñòåìû. Â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ ïî-ëó÷åíèå ëîêàëèçîâàííîãî ðåøåíèÿ âîîáùå íå ñîñòàâëÿåò ïðîáëåìû, îäíàêî ïðè ýòîìíåîáõîäèìà ïîäêà÷êà ýíåðãèè â ñèñòåìó.0.2 Ïåðèîäè÷íîñòü ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèéÂ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, êàê ñîâìåñòíîå äåéñòâèå äèñêðåòíîñòèè íåëèíåéíîñòè ïðèâîäèò ê ïåðèîäè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûì ðåøå-íèÿì � äèñêðåòíûì áðèçåðàì. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñóùåñòâîâàíèè äðóãèõ âèäîâëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé ñ äèíàìèêîé, îòëè÷íîé îò ïåðèîäè÷åñêîé âî âðåìåíè? Äëÿêâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ N íåñîèçìåðèìûìè ÷àñòîòàìè Ω1, Ω2, . . . , ΩN íåðå-çîíàíñíîå óñëîâèå (7) ïåðåõîäèò â [7℄
{k1Ω1 + k2Ω2 + ... + kNΩN}2 6= ω2

q (8)9



ãäå ki � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà. Äðóãèìè ñëîâàìè, íè êàêàÿ-ëèáî èç îñíîâíûõ÷àñòîò Ω1, Ω2, . . . , ΩN , íè êàêàÿ-ëèáî èç èõ (â òîì ÷èñëå, ïåðåêðåñòíûõ) ãàðìîíèêíå äîëæíû ðåçîíèðîâàòü ñ ëèíåéíûì ñïåêòðîì. Îäíàêî, ëþáàÿ ïàðà íåñîèçìåðèìûõ÷àñòîò Ω1 è Ω2, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò èððàöèîíàëüíîå îòíîøåíèå ìåæäó íèìè, ïîðîäèòáåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïàð k1, k2, äëÿ êîòîðûõ íåðåçîíàíñíîå óñëîâèå (8) áóäåò íàðóøåíî[7℄. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûõ êâàçèïåðèîäè-÷åñêèõ ðåøåíèé â áåçãðàíè÷íûõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòåìàõ íå ñóùåñòâóåò.Äðóãîé âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äâèæóùèõñÿ äèñêðåò-íûõ áðèçåðîâ. Äîñòàòî÷íî îáùåå îïðåäåëåíèå äâèæóùåãîñÿ äèñêðåòíîãî áðèçåðà ïîä-ðàçóìåâàåò ëîêàëèçîâàííîå ðåøåíèå, ïåðåìåùàþùååñÿ íà n ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðè-îäîâ ðåøåòêè â êàêóþ-ëèáî ñòîðîíó çà µ ïåðèîäîâ âíóòðåííèõ êîëåáàíèé, ïðè÷åì µ âîáùåì ñëó÷àå èððàöèîíàëüíî. Â îäíîìåðíîé öåïî÷êå òàêîé äâèæóùèéñÿ äèñêðåòíûéáðèçåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå âèäà
xn(t) = φ(ξ, t) , ξ = n − V t (9)

φ(ξ, t + Tb) = φ(ξ, t) , φ(ξ → ±∞, t) → 0 . (10)Äåòàëüíûé àíàëèç âîçìîæíûõ ðåçîíàíñîâ äëÿ òàêèõ ðåøåíèé áûë ïðîâåäåí â[8, 9℄. Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî íåîáõîäèìî èçáåæàòü ðåçîíàíñîâ ñêîðîñòè V ñ �àçîâûìèñêîðîñòÿìè vph ãàðìîíè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ìàëîé àìïëèòóäû (ñïåêòð êîòîðûõ èíîã-äà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ñïåêòðà ñèñòåìû, ëèíåàðèçîâàííîé â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿðàâíîâåñèÿ). Îñíîâíîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òàêèõ ðåçîíàíñîâ íåëü-çÿ èçáåæàòü, à çíà÷èò, äâèæóùèõñÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ íå äîëæíî ñóùåñòâîâàòüâ íåëèíåéíûõ ðåøåòêàõ îáùåãî âèäà. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèþ äâèæóùèõñÿäèñêðåòíûõ áðèçåðîâ ïðåïÿòñòâóþò ðåçîíàíñû ñ �àçîâûìè ñêîðîñòÿìè ãàðìîíè÷å-ñêèõ âîëí. Â ñëó÷àå äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì ñîîáðàæåíèÿ î ðåçîíàíñàõ òåðÿþò ñèëó,à çíà÷èò, ìîæíî ãîâîðèòü î êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ è äàæå äâèæóùèõñÿ äèñêðåòíûõáðèçåðàõ. 10



0.3 Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ áðèçåðîâÏðèâåäåì ïðèìåðû äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòåì.�àññìîòðèì öåïî÷êó (1) ñ ïîòåíöèàëàìè
V (x) = x2 + x3 +

1

4
x4 , W (x) = 0.1x2 . (11)Ñïåêòð ωq íîñèò õàðàêòåð îïòè÷åñêîãî è ïðèâåäåí íà ðèñ. 2. Äèñêðåòíûå áðèçåðûìîãóò èìåòü ÷àñòîòû Ωb, ëåæàùèå êàê âûøå, òàê è íèæå ëèíåéíîãî ñïåêòðà. Â ñèëóñèììåòðèè óðàâíåíèé (2) îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè, áóäåì èñêàòü äèñêðåò-íûé áðèçåð â êëàññå ðåøåíèé, òàêæå îáðàòèìûõ âî âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-ñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà âñå ñêîðîñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïðèìåì ýòîò ìîìåíòçà íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè. Áóäåì òîãäà èñêàòü êîîðäèíàòû ÷àñòèö xn(t = 0), ïîëà-ãàÿ ẋn(t = 0) = 0. Ýòè çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ìîãóò áûòü íàéäåíû ÷èñëåííî ñ âûñîêîéòî÷íîñòüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå (ïåðèîäè÷å-ñêàÿ îðáèòà ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîé òî÷êå îòîáðàæåíèÿ) äëÿ çàäàííîé íàïåðåä÷àñòîòû ðåøåíèÿ Ωb.Ïðèìåðû íàéäåííûõ ïðî�èëåé xn(0) äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò Ωb (îäíà èçêîòîðûõ âûøå, äðóãàÿ � íèæå ëèíåéíîãî ñïåêòðà) ïðèâåäåíû íà âðåçêàõ íà ðèñ. 2.Çíà÷åíèÿ ÷àñòîò îòìå÷åíû ñòðåëêàìè. Äëÿ êàæäîé èç ÷àñòîò áûëè íàéäåíû äâàðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ èç áåñêîíå÷íîãî èõ êîëè÷åñòâà. Âûñîêî÷àñòîòíûå äèñêðåòíûåáðèçåðû (Ωb ≈ 1.66) èìåþò áîëüøóþ ýíåðãèþ. Ñîñåäíèå ÷àñòèöû â òàêèõ ðåøåíèÿõäâèãàþòñÿ â ïðîòèâî�àçå. Íèçêî÷àñòîòíûå äèñêðåòíûå áðèçåðû (Ωb ≈ 1.26) èìåþòìåíüøóþ ýíåðãèþ, âñå ÷àñòèöû äâèãàþòñÿ â �àçå.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû äâà äèñêðåòíûõ áðèçåðà â ñèñòåìå Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà, ïðåä-ñòàâëÿþùåé èç ñåáÿ öåïî÷êó ðàâíûõ ìàññ, ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûìè ïðóæèíàìè: V (x) =

0, W (x) = 1
2
x2 + 1

4
x4, ñïåêòð êîòîðîé íîñèò õàðàêòåð àêóñòè÷åñêîãî. ×àñòîòà îáîèõíàéäåííûõ ðåøåíèé Ωb = 4.5. Ñíîâà ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ xn â ìîìåíò, êîãäà âñåñêîðîñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü. Íà âðåçêå ïîñòðîåíû ãðà�èêè ðàñòÿæåíèé ïðóæèí11
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�èñ. 2: Äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ ëèíåàðèçîâàííîé öåïî÷êè îñöèëëÿòîðîâ ñ ïîòåíöèà-ëîì (11). Îòìå÷åíà çîíà ëèíåéíîãî ñïåêòðà. ×àñòîòû íàéäåííûõ äèñêðåòíûõ áðè-çåðîâ óêàçàíû ñòðåëêàìè è ëåæàò çà ïðåäåëàìè ëèíåéíîãî ñïåêòðà. Íà âðåçêàõ �ñíèìêè êîîðäèíàò ÷àñòèö öåïî÷êè äëÿ íàéäåííûõ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â ìîìåíò,êîãäà âñå ñêîðîñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü [10℄.
12



un = xn − xn−1 â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå. Êàê è ïðåäñêàçûâàëîñü, ðåøåíèÿ ëî-êàëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâå ýêñïîíåíöèàëüíî.Íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèìåðû äèñêðåòíûå áðèçåðû â äâóìåðíîé êâàäðàòíîé ðåøåò-êå ëîêàëüíî ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýòîé ñèñòå-ìû èìåþò âèä
ẍi,j = k(xi+1,j + xi−1,j − 2xi,j) + k(xi,j+1 + xi,j−1 − 2xi,j) − xi,j − x3

i,j (12)÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëó îñöèëëÿòîðà V (x) = 1
2
x2 + 1

4
x4. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíûêîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðîâ â ìîìåíò, êîãäà âñå ñêîðîñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü, äëÿ òðåõðàçëè÷íûõ ÷àñòîò ðåøåíèÿ Ωb ïðè k = 0.05 [12℄. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ñîñåäíèåîñöèëëÿòîðû äâèãàþòñÿ â ïðîòèâî�àçå.
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�ëàâà 1
Îñíîâíûå ñâîéñòâà äèñêðåòíûõáðèçåðîâ
1.1 Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ëîêàëèçàöèÿÄèñêðåòíûå áðèçåðû � òèïè÷íûé êëàññ ðåøåíèé â íåëèíåéíûõ ðåøåòêàõ. Âîïðîñî ñâîéñòâàõ èõ ëîêàëèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ïðîáëåìû: ïðî�èëüðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè åãî öåíòðà è àñèìïòîòèêà ñïàäàíèÿ åãî õâîñòîâ. Ïåðâàÿ ïðî-áëåìà âåñüìà ñëîæíà, ïîñêîëüêó òðåáóåò èññëåäîâàíèÿ èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé. �åøåíèå âòîðîé ïðîáëåìû îáëåã÷àåòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî àìïëèòóäûêîëåáàíèé â õâîñòàõ äèñêðåòíîãî áðèçåðà ìàëû. Ñëåäîâàòåëüíî, àñèìïòîòèêà õâî-ñòîâ äîëæíà êîððåêòíî îïèñûâàòüñÿ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì. Âîçìîæåí, îäíàêî,ó÷åò è íåëèíåéíûõ ïîïðàâîê.�àññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìîäåëü ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû íà óçåë (ëåãêîïîëó÷èòü è îáîáùåíèå íà áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè). �àìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä

H =
∑

l

[
1

2
P 2

l + V (Xl) +
∑

l′

Wl,l′(Xl − Xl′)

]
. (1.1)Ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðêóáè÷åñêóþ ðåøåòêó ðàçìåðíîñòè d. Èíäåêñ ðå-øåòêè l � ýòî âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç d öåëî÷èñëåííûõ êîìïîíåíò. Ïîòåíöèàë âçàèìî-15



äåéñòâèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì Wl,l′ = Wl+m,l′+m, òî åñòü, ìîäåëü èíâàðèàíòíà îòíîñè-òåëüíî ïðîñòðàíñòâåííîãî ñäâèãà. Ïîòåíöèàëüíûå �óíêöèè âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâû-ìè ïðîèçâîäíûìè îáðàùàþòñÿ â íóëü â íà÷àëå êîîðäèíàò. Áëàãîäàðÿ äèñêðåòíîñòè,ñïåêòð ÷àñòîò ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ωq îãðàíè÷åí ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.�àññìîòðèì ðåøåíèå â âèäå
Xl(t) =

∑

k

Akle
ikΩbt . (1.2)Çäåñü íîìåð Ôóðüå-êîìïîíåíòû k - öåëî÷èñëåííûé ñêàëÿð íåçàâèñèìî îò ðàçìåðíî-ñòè ðåøåòêè d. Äèñêðåòíûé áðèçåð ëîêàëèçîâàí â ïðîñòðàíñòâå, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò

Ak,|l|→∞ → 0 . (1.3)Äîïóñòèì, ÷òî ïîòåíöèàëüíûå �óíêöèè èìåþò íåíóëåâûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå âíà÷àëå êîîðäèíàò, òî åñòü, V ′′(0) = v2 6= 0 è W0,l = w0,l 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî l. Òîãäàìîæíî ëèíåàðèçîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ Akl:
k2Ω2

bAkl = v2Akl +
∑

l′

wl,l′(Akl − Akl′) . (1.4)Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçíûõ ãàðìîíèê ïîñëå ëèíåàðèçàöèèîêàçûâàþòñÿ íåñâÿçàííûìè, èõ ìîæíî ðåøàòü ïî îòäåëüíîñòè. Íåîáõîäèìûì óñëîâè-åì ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè k-é Ôóðüå-êîìïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ðåçî-íàíñà: kΩb 6= ωq. Ñïàäàíèå k-é êîìïîíåíòû â ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ òîãäà �óíêöèåé�ðèíà ðåøåòêè [13℄:
Gλ(l) =

∫

1.BZ

cos(ql)

ω2
q − λ

ddq , λ = k2Ω2
b . (1.5)Çäåñü èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà âî âçàèìíîì ïðîñòðàíñòâåâîëíîâûõ âåêòîðîâ q. Íàïîìíèì, ÷òî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ωq ïåðèîäè÷íî ïî

q, è ïåðâàÿ çîíà Áðèëëþýíà êàê ðàç îõâàòûâàåò îäèí åãî ïåðèîä â ìíîãîìåðíîìïðîñòðàíñòâå. Åñëè çà�èêñèðîâàòü íàïðàâëåíèå âåêòîðà l è ìåíÿòü åãî àáñîëþòíîåçíà÷åíèå, òî óðàâíåíèå (1.5) äàñò êîý��èöèåíòû Ôóðüå äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè16



(ω2
q − λ)−1. Çíà÷èò, ñïàäàíèå àìïëèòóäû k-é ãàðìîíèêè â ïðîñòðàíñòâå õàðàêòåðè-çóåòñÿ àñèìïòîòèêîé êîý��èöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðÿäà Ôóðüå, à îíè, â ñâîþî÷åðåäü, çàâèñÿò îò àíàëèòè÷íîñòè ðàçëàãàåìîé â ðÿä �óíêöèè.Áóäåì íàçûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòîâ ðåøåòêè áëèçêîäåéñòâóþùèì, åñëè ñî-îòâåòñòâóþùàÿ äèñïåðñèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ω2

q � àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ â ðàñ-øèðåííîì ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ âåêòîðîâ q, òî åñòü, åñëè �óíêöèÿ è âñå åå ïðîèç-âîäíûå â ëþáîé òî÷êå q ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû. Òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò, â ÷àñò-íîñòè, ëîêàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå, à òàêæå ëþáîå âçàèìîäåéñòâèå, äåéñòâóþùåå íàêîíå÷íîì ðàññòîÿíèè: w0,l = 0 ïðè |l| > r, ãäå r > 0. Êðîìå òîãî, ê áëèçêîäåéñòâóþ-ùèì îòíîñÿòñÿ ïîòåíöèàëû âçàèìîäåéñòâèÿ, ñèëà êîòîðûõ ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàåòñ ðàññòîÿíèåì [14℄: w0,l ∼ e−|l|/r for |l| ≫ r. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèå (ω2
q−λ)−1,âõîäÿùåå â óðàâíåíèå (1.5) � àíàëèòè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ q. Çíà÷èò, êî-ý��èöèåíòû åå ðÿäà Ôóðüå, à ñëåäîâàòåëüíî, è õâîñòû äèñêðåòíîãî áðèçåðà èìåþòýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùóþ àñèìïòîòèêó [15℄. Ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû çàâèñèò îò

λ = k2Ω2
b . Äëèíà ëîêàëèçàöèè áóäåò òåì áîëüøå, ÷åì áëèæå ÷àñòîòà ãàðìîíèêè kΩbîêàæåòñÿ ê êðàþ ëèíåéíîãî ñïåêòðà ωq.Íà âðåçêàõ íà ðèñ. 3 ïðîäåìîíñòðèðîâàí ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð ëîêàëè-çàöèè äëÿ äâóõ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â îäíîìåðíîé öåïî÷êå Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà ñëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííî íàéäåííîé äëèíû ëîêàëèçàöèè ñòåîðåòè÷åñêèì ïðåäñêàçàíèåì, ïîëó÷åííûì èç (1.5), áûëî ïðîâåäåíî äëÿ ðàçëè÷íûõîäíîìåðíûõ ìîäåëåé â [7, 16℄ è îáñóæäàëîñü òàêæå â [5℄.Ïðèâåäåì ïðèìåð äèñêðåòíîãî áðèçåðà â êóáè÷åñêîé òðåõìåðíîé ðåøåòêå òèïàäèñêðåòíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì

Ψ̇l = i(Ψl + |Ψl|2Ψl + 0.1
∑

m∈Nl

Ψm), (1.6)ãäå Nl îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî áëèæàéøèõ ñîñåäåé óçëà l. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå âèäà
Ψl = Ale

iΩbt. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ðåøåíà îò-íîñèòåëüíî àìïëèòóä Al, ïðè÷åì, â ñèëó îáðàòèìîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ âî âðåìåíè,17



�èñ. 1.1: Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä äëÿ äèñêðåòíîãî áðèçåðà â òðåõ-ìåðíîé ðåøåòêå òèïà äèñêðåòíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (1.6) ðàçìåðà
N = 31×31×31. Ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä íà ñåêóùåé ïëîñêîñòè (x; y),ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð áðèçåðà. Ñëåâà � àìïëèòóäû â ëèíåéíîì ìàñøòàáå, ñïðàâà� òî æå ðåøåíèå â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå [17℄.
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ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äåéñòâèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè àìïëèòóä [17℄. Íà ðèñ. 1.1) ïðè-âåäåíî ðàññ÷èòàííîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä Al äëÿ äèñêðåòíîãîáðèçåðà ñ öåíòðîì â óçëå ñ êîîðäèíàòàìè l = (16, 16, 16) â ðåøåòêå ðàçìåðà 31×31×31(ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü àìïëèòóä îò êîîðäèíàò x, y â ïëîñêîñòè z = 16, ñîäåðæàùåéöåíòð áðèçåðà).Îòìåòèì, ÷òî äèñêðåòíûé áðèçåð ñèëüíî ëîêàëèçîâàí íà íåñêîëüêèõ óçëàõ ðåøåò-êè (ðèñ. 1.1), ñëåâà). Òî æå ðåøåíèå, ïðåäñòàâëåííîå â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå(ðèñ. 1.1), ñïðàâà) äàåò íà ãðà�èêå êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, êàê è ñëåäîâàëî îæè-äàòü, èñõîäÿ èç ïðåäñêàçàííîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ëîêàëèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå.Áóäåì íàçûâàòü âçàèìîäåéñòâèå äàëüíîäåéñòâóþùèì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèñ-ïåðñèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ω2
q � ýòî íåàíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ â ðàñøèðåííîì ïðî-ñòðàíñòâå âîëíîâûõ âåêòîðîâ q, òî åñòü, êàêèå-ëèáî èç åå ïðîèçâîäíûõ â êàêîé-ëèáîòî÷êå q íå ñóùåñòâóþò èëè îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ýòîò ñëó÷àé èìååò ìåñòî,íàïðèìåð, åñëè ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ñïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì ïî àëãåáðàè÷åñêîìó çàêî-íó: w0,l ∼ |l|−s, ãäå s � ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Â ñèñòåìàõ ñ òàêèì âçàèìîäåéñòâè-åì äèñêðåòíûå áðèçåðû òàêæå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü, íî íå ìîãóò áûòü ëîêàëèçîâàíûâ ïðîñòðàíñòâå ïî ýêñïîíåíòå. Íåàíàëèòè÷íîñòü �óíêöèè ω2

q íåïîñðåäñòâåííî ïðèâî-äèò ê ñòåïåííîé àñèìïòîòèêå êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå (1.5) è ê òàêîé æå àñèìïòîòèêåäëÿ õâîñòîâ äèñêðåòíîãî áðèçåðà. Êàê ïîêàçàíî â [18℄, â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòîñëîæíûé çàêîí ñïàäàíèÿ àìïëèòóä â ïðîñòðàíñòâå, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ íàëè÷èåìâûðàæåííîãî ïåðåõîäà îò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñïàäàíèÿ ê ñòåïåííîìó íà íåêîòîðîìóäàëåíèè îò öåíòðà áðèçåðà.Â ñëó÷àå ÷èñòî íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ [19, 20, 7, 21, 22, 23, 24, 25℄ àñèìïòî-òèêà õâîñòîâ äèñêðåòíîãî áðèçåðà ÿâëÿåòñÿ ñóïåðýêñïîíåíöèàëüíîé, òî åñòü,
ln | ln |An|| ≈ n ln(2m − 1) . (1.7)Òàêèå ðåøåíèÿ èíîãäà íàçûâàþò êâàçèêîìïàêòíûìè.Â ëèòåðàòóðå òàêæå èìåþòñÿ èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿùåííûå ðåçîíàíñàì ñ ãîëäñòî-19



óíîâñêèìè ìîäàìè [26℄ è íåëèíåéíûì ïîïðàâêàì [16℄.1.2 Óñòîé÷èâîñòü äèñêðåòíûõ áðèçåðîâÊîãäà íàéäåíî ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äèñêðåòíîìó áðèçåðó, âîçíèêàåò âàæ-íûé âîïðîñ î åãî óñòîé÷èâîñòè. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â õàðàêòåðå ýâîëþöèè ìàëûõâîçìóùåíèé ǫn(t) â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ x̂n(t). Âîîáùå ãîâîðÿ, ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òîäèíàìèêà âîçìóùåíèÿ áóäåò íîñèòü ñëîæíûé õàðàêòåð, òèïè÷íûé äëÿ íåèíòåãðèðóå-ìûõ ñèñòåì, ÷òî îçíà÷àåò ïðèíöèïèàëüíóþ òðóäíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ.Îäíàêî, ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå ýâîëþöèè äîñòàòî÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé ìîæ-íî ïîëó÷èòü, ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïî ǫn(t) â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ x̂n(t)[27, 28℄:
ǫ̈n = −

∑

m

∂2H

∂xm∂xn

|{x̂l(t)}ǫm , (1.8)ãäå H � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû.Îòìåòèì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íå îçíà÷àåò åãîóñòîé÷èâîñòè â èñõîäíîé ñèñòåìå, à ïðåäïîëàãàåò ëèøü îòñóòñòâèå ýêñïîíåíöèàëüíî-ãî ðîñòà ìàëûõ âîçìóùåíèé.Â ðàìêàõ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî âîçìóùåíèþ ǫn(t), ñàìî ðåøåíèå âõîäèò âñèñòåìó êàê ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå, ïåðèîäè÷åñêîå âî âðåìåíè, è ëèíåàðèçî-âàííàÿ çàäà÷à (1.8) ñîîòâåòñòâóåò íåñòàöèîíàðíîìó ãàìèëüòîíèàíó H̃(t):
H̃(t) =

∑
n

[
π2

n

2
+ 1

2

∑
m

∂2H
∂xn∂xm

|{x̂l(t)}ǫnǫm

]
, (1.9)

ǫ̇n = ∂H̃
∂πn

, π̇n = − ∂H̃
∂ǫn

. (1.10)Ñïåöè�è÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ãàìèëüòîíèàíà H̃ ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ İ = 0[27, 29℄ äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ
I =

∑

n

[ǫn(t)π′
n(t) − ǫ′n(t)πn(t)] (1.11)
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ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé y = {ǫn, πn} è y′ = {ǫ′n, π′
n}. Âûðàæåíèå äëÿ İ ìîæåò áûòüçàïèñàíî â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

I = (Jy, y′) , (1.12)ãäå J � ìàòðèöà ðàçìåðà 2N × 2N

J =




0 I-I 0 
 , (1.13)à I� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà N×N . Ñîõðàíåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ

I îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ýâîëþöèè U(t), çàäàþùàÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ìàëûõâîçìóùåíèé 



ǫ(t)

π(t)





= U(t)





ǫ(0)

π(0)





, (1.14)ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé:
UT JU = J . (1.15)Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè âî âðåìåíè âñåõ êîý��èöèåíòîâ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ(1.8), õàðàêòåð äèíàìèêè ìàëîãî âîçìóùåíèÿ ǫn(t) îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ôëîêå

F ≡ U(Tb), çàäàþùåé ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ìàëûõ âîçìóùåíèé íà îäíîì ïåðèîäåðåøåíèÿ Tb. Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ â ëèíåé-íîì ïðèáëèæåíèè ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöû Ôëîêå F .Óñëîâèå ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âñå ëèíåéíûå âîçìó-ùåíèÿ äîëæíû îñòàâàòüñÿ îãðàíè÷åííûìè âî âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñîá-ñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Ôëîêå, èíà÷å ãîâîðÿ, ìóëüòèïëèêàòîðû ïåðèîäè÷åñêîé îð-áèòû λν äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè: |λν| = 1 (ðèñ. 1.2, ñëåâà).Âñå ìóëüòèïëèêàòîðû òèïè÷íîãî äèñêðåòíîãî áðèçåðà ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íàäâå ãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûì è ïðîñòðàíñòâåííî-äåëîêàëèçîâàííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì. Òàê êàê ñàìî ðåøåíèå ýêñïîíåíöèàëü-íî ëîêàëèçîâàíî, òî äåëîêàëèçîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé21



�èñ. 1.2: Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåò-ñòâóþùåãî äèñêðåòíîìó áðèçåðó â ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå, íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-êîñòè. Ìóëüòèïëèêàòîðû � çàêðàøåííûå êðóæêè, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � åäèíè÷íàÿîêðóæíîñòü. Ñëåâà: áðèçåð, óñòîé÷èâûé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè (âñå ìóëüòèïëèêà-òîðû ðàñïîëàãàþòñÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè). Ñïðàâà: íåóñòîé÷èâûé äèñêðåòíûéáðèçåð (äâå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ïàðû ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñîøëè ñ åäèíè÷íîéîêðóæíîñòè, îäíà èç ïàð áîëüøå åäèíèöû ïî ìîäóëþ). �ðóïïà áëèçêî ðàñïîëîæåí-íûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòðó âîçìóùåíèé òèïà ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí(íåëîêàëèçîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Ôëîêå), îòäåëüíî ðàñïîëîæåí-íûå ìóëüòèïëèêàòîðû ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëèçîâàííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì.
22



ëîêàëüíî-äå�îðìèðîâàííûå ëèíåéíûå ìîäû ðåøåòêè (ñòîÿ÷èå âîëíû). Èõ êîëè÷å-ñòâî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàçìåðó ñèñòåìû. Íàîáîðîò, êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòî-ðîâ (è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë), ëîêàëèçîâàííûõ â ïðîñòðàíñòâå, çàâèñèò òîëüêî îò ïà-ðàìåòðîâ ñàìîãî äèñêðåòíîãî áðèçåðà è ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì äàæå äëÿ áåñêîíå÷íîéðåøåòêè.Â ñèëó ãàìèëüòîíîâîñòè ñèñòåìû, âñåãäà èìåþòñÿ äâà ìóëüòèïëèêàòîðà, ðàâíûõ
+1, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëèçîâàííûì âîçìóùåíèÿì [27, 8℄: ñäâèãó âäîëü �àçîâîéòðàåêòîðèè è èçìåíåíèþ ýíåðãèè ðåøåíèÿ (òî åñòü, ñäâèãó âäîëü ñåìåéñòâà ïåðèî-äè÷åñêèõ îðáèò).Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè èëè ýíåðãèè ðåøåíèÿ, ìóëüòèïëèêàòîðû íåïðå-ðûâíî èçìåíÿþòñÿ, ïåðåìåùàÿñü ïî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñ åäèíè÷íîé îêðóæ-íîñòè ìóëüòèïëèêàòîð ìîæåò ñîéòè òîëüêî â ðåçóëüòàòå ¾ñòîëêíîâåíèÿ¿ ñ äðóãèììóëüòèïëèêàòîðîì, òîãäà ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì (ðèñ. 1.2, ñïðàâà).Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî áè�óðêàöèè �àçîâûõ òðàåêòîðèé, èìåþùèå ìåñòîïðè ïåðåõîäå îò ëèíåéíî óñòîé÷èâîãî äèñêðåòíîãî áðèçåðà ê íåóñòîé÷èâîìó, ìîãóòáûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåèíòåãðèðóåìîñòüþ èññëåäóåìûõ ñèñòåì.1.3 Ïîðîãè ýíåðãèè äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ�åøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå äèñêðåòíûì áðèçåðàì, ñóùåñòâóþò â âèäå îäíîïàðà-ìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ. Ïàðàìåòðîì ìîæåò áûòü àìïëèòóäà êîëåáàíèé (íàïðèìåð,íà òîì óçëå, ãäå îíà ìàêñèìàëüíà), ýíåðãèÿ E èëè ÷àñòîòà ðåøåíèÿ Ωb. Äëÿ áîëü-øèíñòâà ñåìåéñòâ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â áåñêîíå÷íûõ ðåøåòêàõ, àìïëèòóäà ìîæåòáûòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Â ïðåäåëå ìàëîé àìïëèòóäû, ÷àñòîòà áðèçåðà Ωb ñòðåìèò-ñÿ ê êðàþ ëèíåéíîãî ñïåêòðà ωq. Ýòî ïðîèñõîäèò, ïîñêîëüêó íåðåçîíàíñíîå óñëîâèå
ωq/Ωb 6= 0, 1, 2, 3, ... äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ðåøåíèé ñåìåéñòâà. Â ïðåäåëåìàëîé àìïëèòóäû, ðåøåíèå äîëæíî ïðèáëèæàòüñÿ ê êàêîìó-ëèáî ðåøåíèþ ëèíåà-ðèçîâàííîé ñèñòåìû, à çíà÷èò, ÷àñòîòà Ωb äîëæíà ïðèáëèæàòüñÿ ê êàêîé-òî èç ñîá-23



ñòâåííûõ ÷àñòîò ωq, íî â òî æå âðåìÿ íå äîëæíà ñîâïàäàòü íè ñ îäíîé èç íèõ. Ýòîâîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ÷àñòîòà áðèçåðà ñòðåìèòñÿ ê îäíîé èç ãðàíè÷íûõ÷àñòîò ωE ëèíåéíîãî ñïåêòðà ïðè ñòðåìëåíèè àìïëèòóäû ê íóëþ.Äëÿ ñåìåéñòâà íåëèíåéíûõ áåãóùèõ âîëí, ïåðåõîäÿùèõ â ãðàíè÷íóþ ìîäó ëèíåé-íîãî ñïåêòðà â ïðåäåëå ìàëîé àìïëèòóäû, çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû ω îò àìïëèòóäû Aèìååò âèä
|ω − ωE| ∼ Az (1.16)äëÿ A → 0, ãäå ïîêàçàòåëü z çàâèñèò îò âèäà íåëèíåéíîñòè â ãàìèëüòîíèàíå (1.1), èìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ [30℄.Äàëåå áóäåì ñëåäîâàòü õîäó ðàññóæäåíèé, ïðåäëîæåííîìó â [17℄. �àññìîòðèì ñè-ñòåìó ñ áëèçêîäåéñòâóþùèì ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ è îöåíèì ýíåðãèþ äèñ-êðåòíîãî áðèçåðà â ïðåäåëå ìàëîé àìïëèòóäû. Îïðåäåëèì àìïëèòóäó äèñêðåòíîãîáðèçåðà êàê íàèáîëüøóþ àìïëèòóäó êîëåáàíèé â ðåøåòêå. Îáîçíà÷èì åå A0 è ïîëî-æèì áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè, ÷òî íàèáîëüøàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé èìååò ìåñòîâ óçëå ñ èíäåêñîì l = 0. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé ñïàäàåò â ïðîñòðàíñòâå ñ óäàëåíè-åì îò öåíòðà áðèçåðà l = 0. Àñèìïòîòèêà ñïàäàíèÿ ìîæåò áûòü îöåíåíà â ðàìêàõïðèáëèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû. �åçóëüòàò èìååò âèä

Al ∼ CFd(|l|δ) ,ãäå |l| ïîëàãàåòñÿ áîëüøèì, δ � ïîêàçàòåëü ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè, C � êîí-ñòàíòà ïîðÿäêà A0, à Fd � �óíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçìåðíîñòüþðåøåòêè
F1(x) = e−x , F3(x) =

1

x
e−x , (1.17)

F2(x) =

∫
e−x

√
1+ζ2

√
1 + ζ2

dζ . (1.18)×òîáû îöåíèòü çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè δ îò ÷à-ñòîòû ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ Ωb, êîòîðàÿ áëèçêà ê êðàþ ëèíåéíîãî ñïåêòðà, íåîáõî-äèìî óñòàíîâèòü ïîâåäåíèå äèñïåðñèîííîé õàðàêòåðèñòèêè ëèíåéíûõ âîëí ωq âáëèçè24



êðàÿ ñïåêòðà. Â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ äèñïåðñèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà âáëèçè êðàÿ ñïåê-òðà àïïðîêñèìèðóåòñÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ
(ωE − ωq) ∼ |q − qE|2 ,ãäå ωE 6= 0 � ãðàíè÷íàÿ ÷àñòîòà ëèíåéíîãî ñïåêòðà, à qE � ñîîòâåòñòâóþùèé âîëíî-âîé âåêòîð.Àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàÿ ýòó çàâèñèìîñòü íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü è çàìåíÿÿ

(q− qE) íà i(q− qE), ïðèäåì ê êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè äëÿ δ îò ÷àñòîòû ðåøåíèÿ,ëåæàùåé çà ïðåäåëàìè ëèíåéíîãî ñïåêòðà:
|Ωb − ωE| ∼ δ2 .Íàêîíåö, ó÷òåì çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû áðèçåðà (èëè ðàññòðîéêè |Ωb − ωE|) îò åãîàìïëèòóäû. Òàê êàê áðèçåð â ïðåäåëå ìàëîé àìïëèòóäû äåëîêàëèçóåòñÿ, òî ìîæ-íî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè ÷àñòîòû âûðàæåíèå (1.16), èçíà÷àëüíî ïîëó÷åííîå äëÿíåëîêàëèçîâàííûõ âîëí. Òîãäà ïîëó÷àåì |Ωb − ωE| ∼ Az

0, îòêóäà íàõîäèì
δ ∼ A

z/2
0 .Îöåíèì òåïåðü çàâèñèìîñòü ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà îò åãî (ìàëîé) àìïëè-òóäû, çàìåíÿÿ ñóììó ïî ðåøåòêå èíòåãðàëîì:

Eb ∼
1

2
C2

∫
rd−1F 2

d (δr)dr ∼ A
(4−zd)/2
0 . (1.19)Ýòî âîçìîæíî, åñëè áðèçåð ñóùåñòâóåò âïëîòü äî ñêîëü óãîäíî ìàëûõ àìïëèòóä, èïðè ýòîì àìïëèòóäû íà îòäåëüíûõ óçëàõ ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå.Òàêèì îáðàçîì ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî åñëè d > dc = 4/z, òî ýíåðãèÿ áðèçåðàñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñ óìåíüøåíèåì àìïëèòóäû, åñëè æå d < dc, òî ýíåðãèÿñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Äëÿ z = 2 íàõîäèì dc = 2, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíûì ðåçóëüòà-òîì [31℄, ãäå áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ðîæäåíèå äèñêðåòíîãî áðèçåðà â ðåçóëüòàòåáè�óðêàöèè îðáèòû, ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ìîäå íà êðàþ ñïåêòðà. Îòìåòèì,÷òî â ñëó÷àå d = dc â âûðàæåíèè (1.19) ïîÿâèòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü.25



Èç âûøåñêàçàííîãî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ d ≥ dc ýíåðãèÿ äèñêðåò-íîãî áðèçåðà îãðàíè÷åíà ñíèçó íåêîòîðîé íåíóëåâîé âåëè÷èíîé. Â ñàìîì äåëå, äëÿëþáîé íåíóëåâîé àìïëèòóäû ðåøåíèÿ ýíåðãèÿ íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ, à ñ ïðè-áëèæåíèåì àìïëèòóäû ê íóëþ ýíåðãèÿ ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó (ïðè d = dc)èëè ê áåñêîíå÷íîñòè (ïðè d > dc). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ d ≥ dc ñóùåñòâóåò ïîðîã ýíåð-ãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà. Ýòîò íîâûé ìàñøòàá ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ îïðåäåëÿåòñÿêîìáèíàöèåé êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ íåëèíåéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîòåíöèàëîâ â(1.1).Äëÿ z = 2 èìååì |Ω−ωE| ∼ βA2, è åñëè ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ íà îñöèëëÿòîð E ∼ gA2,à ïîêàçàòåëü ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè δ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì |Ωb − ωE| ∼

κδ2, òî ïîðîã ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà Emin èìååò ïîðÿäîê κg/β. Çàìåòèì, ÷òîäëÿ òðåõìåðíîé ðåøåòêè áðèçåð, èìåþùèé ìèíèìàëüíóþ ýíåðãèþ, ëîêàëèçîâàí íàïðîñòðàíñòâåííîì ìàñøòàáå ïîðÿäêà îäíîãî ïåðèîäà ðåøåòêè, íåçàâèñèìî îò κ, g è
β. Âûøåïðèâåäåííûå îöåíêè ïîäòâåðæäàþòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ÷èñëåííûõ ðå-çóëüòàòîâ. Äëÿ d-ìåðíîé ìîäåëè òèïà äèñêðåòíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèí-ãåðà (1.6) çàâèñèìîñòü ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà îò àìïëèòóäû íà öåíòðàëüíîìóçëå ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.3 ñëåâà. Äëÿ d = 2 è 3 îò÷åòëèâî íàáëþäàåòñÿ ïîðîã ïîýíåðãèè [17℄. Áðèçåð, ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíèìóìó ýíåðãèè ïðè d = 3, èçîáðàæåí íàðèñ. 1.1, ãäå âèäíà åãî ñèëüíàÿ ëîêàëèçàöèÿ â ðåøåòêå.Áûëî òàêæå îáíàðóæåíî, ÷òî ïîðîãè ïî ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà èìåþò ìåñòîè â îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ, åñëè ñòàðøèé íåëèíåéíûé ÷ëåí â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿèìååò äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ñòåïåíü. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ìîäè�èöèðîâàííîãîäèñêðåòíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ îäíèì ïðîñòðàíñòâåííûì èçìå-ðåíèåì d = 1:

Ψ̇l = i(Ψl + |Ψl|µ−1Ψl + C
∑

m∈Nl

Ψm) . (1.20)Ïðè èçìåíåíèè µ ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò íóëåâîãî ê íåíóëåâîìó ïîðîãó ïî ýíåð-26
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�èñ. 1.3: Ñëåâà: ýíåðãèÿ äèñêðåòíîãî áðèçåðà â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû äëÿ äèñ-êðåòíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ îäíî-, äâóõ- è òðåõìåðíîé ðåøå-òîê. �àçìåð ðåøåòêè äëÿ d = 1, 2, 3: N=100, N=252, N=313, ñîîòâåòñòâåííî. Ñïðàâà:ýíåðãèÿ äèñêðåòíîãî áðèçåðà â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû äëÿ îäíîìåðíîãî äèñêðåò-íîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ òðåõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ µ = 3, 5, 7(ñïëîøíûå ëèíèè). �àçìåð ñèñòåìû N = 100, ïàðàìåòð C = 0.1. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ� äëÿ ìîäè�èöèðîâàííîé ñèñòåìû (ñì. òåêñò). Ñì. òæ. [17℄.27



ãèè. Íà ðèñ. 1.3 ñïðàâà èçîáðàæåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ d = 1 è µ = 3, 5, 7,ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþùèåñÿ ñ âûøåïðèâåäåííûìè ñîîáðàæåíèÿìè. Äàæå îäíîìåðíûåðåøåòêè èìåþò ïîëîæèòåëüíûé ïîðîã ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà, åñëè µ ≥ 5.Ñòðîãîå èññëåäîâàíèå äëÿ ëþáîãî µ áûëî ïðîâåäåíî â ðàáîòå [32℄.Â ìîäè�èöèðîâàííîé ìîäåëè ñ äîïîëíèòåëüíûì íåëèíåéíûì ÷ëåíîì vµ′ |Ψl|µ
′−1Ψlìîãóò íàáëþäàòüñÿ ñëîæíûå çàâèñèìîñòè Eb(A0). Íàïðèìåð, â ñëó÷àå d = 1, µ = 7,

µ′ = 3 è vµ′ = 0.1, çàâèñèìîñòü Eb(A0) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 1.3, ñïðàâà) ïî÷òèíå îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ñëó÷àÿ vµ′ = 0 â îáëàñòè äîñòàòî÷íî áîëüøèõàìïëèòóä A0 è èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïðè íåêîòîðîì íåíóëåâîì çíà÷åíèè A0.Äëÿ ìàëûõ A0, îäíàêî, ýíåðãèÿ äèñêðåòíîãî áðèçåðà ñïàäàåò äî íóëÿ, è ìåæäó íóëåìè ìèíèìóìîì èìååòñÿ ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.Äðóãîé ïðèìåð � äâóìåðíàÿ ðåøåòî÷íàÿ ñèñòåìà (12), ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ñîâ-ïàäàåò ñ êðèòè÷åñêîé d = dc = 2. Â ðàáîòå [12℄ áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò ïîðîãîâ ýíåðãèèäèñêðåòíîãî áðèçåðà â ýòîé ñèñòåìå. �åøåíèÿ, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 4, ïðåäñòàâëÿþòäèñêðåòíûå áðèçåðû ñ ìàëîé àìïëèòóäîé (A), ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé (B) è áîëüøîéàìïëèòóäîé (C).1.4 Äèñêðåòíûå áðèçåðû â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõÄî ñèõ ïîð îáñóæäàëèñü òîëüêî äèñêðåòíûå áðèçåðû â ãàìèëüòîíîâûõ ðåøåòêàõ.Â ëþáîì ýêñïåðèìåíòå, îäíàêî, èìååò ìåñòî íåêîòîðàÿ äèññèïàöèÿ. Âîîáùå ãîâîðÿ,äëÿ íàèáîëåå êîððåêòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè îòêðûòîé ñèñòåìû, íåîáõîäèìó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ òåðìîñòàòîì, ÷òî ïðèâîäèò ê ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì.Îäíàêî, â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè äèíàìèêó òàêèõ ñèñòåì ìîæíî îïèñûâàòü äåòåð-ìèíèñòñêèìè (äèíàìè÷åñêèìè) óðàâíåíèÿìè, ÷òî è ïðèâîäèò ê ìîäåëÿì â âèäå äèñ-ñèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. �àññìîòðèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, ñ êîòîðûìèïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ïðè èññëåäîâàíèè áðèçåðîâ è èõ ñâîéñòâ â äèññèïàòèâíûõñèñòåìàõ [22, 33, 34℄. 28



1.4.1 Îòûñêàíèå áðèçåðîâ â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ:
ẍl = −∂H

∂xl

− γẋl − I (1.21)ãäå
H =

∑

l

[1 − cos xl − C (1 − cos(xl − xl−1))] . (1.22)Â ñëó÷àå γ = I = 0 ýòà ñèñòåìà ãàìèëüòîíîâà è ñîâïàäàåò ñ ìîäåëüþ ñâÿçàííûõìàÿòíèêîâ Òàêåíî-Ïåéðàðà [22, 35℄. Â òàêîé ìîäåëè ñóùåñòâóþò êîëåáàòåëüíûå äèñ-êðåòíûå áðèçåðû (ïîäîáíûå ðàññìîòðåííûì â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ), à òàêæå âðà-ùàòåëüíûå áðèçåðû, íàçûâàåìûå ðîòîáðèçåðàìè.Åñëè äëÿ êîëåáàòåëüíîãî áðèçåðà xl(t+Tb) = xl(t) äëÿ âñåõ l, òî äëÿ ðîòîáðèçåðà,â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, îäèí èç ìàÿòíèêîâ ñîâåðøàåò âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå
x0(t + Tb) = x0(t) + 2πm . (1.23)Çäåñü m � ýòî ÷èñëî âðàùåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùåå ðîòîáðèçåð (â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå

m = 1). Òàêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ âðàùàòåëüíûì ïðåäåëüíûì öèêëîì â öèëèíäðè-÷åñêîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò êîëåáàòåëüíîãîáðèçåðà (m = 0), ðîòîáðèçåðû íå èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè.Äëÿ íåíóëåâîãî γ è I = 0 äèññèïàöèÿ ïðèâåäåò ê çàòóõàíèþ ëþáîãî ðåøåíèÿ äîóñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Îäíàêî, ïðè íàëè÷èè ïîñòîÿííîãî I 6= 0, ðîòîáðè-çåðû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü. Ñèñòåìà íàáèðàåò ýíåðãèþ áëàãîäàðÿ âíåøíåìó ìîìåíòó
I è ðàññåèâàåò ýíåðãèþ èç-çà íåíóëåâîãî òðåíèÿ γ. Ïðåäåëüíûé öèêë ñîîòâåòñòâóåòáàëàíñó ýíåðãèè. Äëÿ êîëåáàòåëüíûõ áðèçåðîâ ñ m = 0 òàêîé áàëàíñ íåâîçìîæåí.Â îòëè÷èå îò áðèçåðîâ â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ, îáðàçóþùèõ ñåìåéñòâà ïåðè-îäè÷åñêèõ îðáèò, ðîòîáðèçåðû â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ (ïðè óñëîâèè èõ óñòîé÷è-âîñòè) ÿâëÿþòñÿ àòòðàêòîðàìè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Àòòðàêòîð õàðàêòåðèçóåòñÿíåêîòîðûì êîíå÷íûì îêðóæàþùèì åãî áàññåéíîì ïðèòÿæåíèÿ. Ëþáàÿ ïîëóòðàåêòî-ðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ âíóòðè ýòîãî áàññåéíà, àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê àòòðàêòîðó.29



Äèññèïàòèâíûå áðèçåðû, òàêèì îáðàçîì, ñîñòàâëÿþò êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæå-ñòâî ðåøåíèé.Äëÿ íàõîæäåíèÿ äèññèïàòèâíîãî ðîòîáðèçåðà, òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî çàäàòüíà÷àëüíûå óñëîâèÿ â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ è ïðîèíòåãðèðîâàòüóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà æåëàåìàÿ òî÷íîñòü. Ýòîòìåòîä î÷åíü ïðîñò, íî íåäîñòàòêàìè åãî ÿâëÿþòñÿ (âîçìîæíàÿ) ìåäëåííàÿ ñõîäèìîñòüè íåèçâåñòíàÿ è ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà ãðàíèö áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ.Ìåòîä ñåêóùèõ Ïóàíêàðå òàêæå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ îòûñêàíèÿ òàêèõ ðå-øåíèé. Ïîñêîëüêó ïåðèîä ðåøåíèÿ çàðàíåå íå èçâåñòåí, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü îòîáðà-æåíèå Ïóàíêàðå ïëîñêîñòè π1 = {xb = 0} íà ýêâèâàëåíòíóþ åé ïëîñêîñòü π2 = {xb =

2πm}, ãäå b � èíäåêñ ýëåìåíòà, ñîâåðøàþùåãî âðàùåíèå. Âðàùàòåëüíûé ïðåäåëü-íûé öèêë ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîé òî÷êå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòüíàéäåíà, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Íüþòîíà. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äîëæíîáûòü âûáðàíî â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå (òî åñòü, äîëæíî îòîá-ðàæàòüñÿ òðàåêòîðèåé ñèñòåìû ñ ïëîñêîñòè π1 íà ïëîñêîñòü π2).1.4.2 Óñòîé÷èâîñòü áðèçåðîâ â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõÅñëè äèññèïàòèâíûé ðîòîáðèçåð óñòîé÷èâ, òî îí ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì, èìååòêîíå÷íûé áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ, è ëþáîå ðåøåíèå, îòêëîíåííîå îò íåãî íà äîñòàòî÷-íî ìàëóþ âåëè÷èíó, áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íåìó ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ïðè èçìåíåíèèïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ðîòîáðèçåð ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü.Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû (1.21,1.22) â îêðåñòíîñòè ðîòîáðèçåðà:
ǫ̈l = −

∑

m

∂2H

∂xl∂xm
|{xl′(t)}

ǫm − γǫ̇l . (1.24)Ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàçä. 1.2, ìîæíî ââåñòè ìàòðèöó
R, îòîáðàæàþùóþ �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû â ñîîòâåòñòâèèñ óðàâíåíèÿìè (1.24), èíòåãðèðóåìûìè íà îäíîì ïåðèîäå áðèçåðà [34℄. Èñïîëüçóÿ30



�èñ. 1.4: Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåò-ñòâóþùåãî ðîòîáðèçåðó â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå, íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ìóëü-òèïëèêàòîðû � çàêðàøåííûå êðóæêè, øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü,ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � îêðóæíîñòü ðàäèóñà R (1.27). Ñëåâà: óñòîé÷èâûé ðîòîáðèçåð (âñåìóëüòèïëèêàòîðû ðàñïîëàãàþòñÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R). Ñïðàâà: óñòîé÷èâûéðîòîáðèçåð âáëèçè ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè (ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ìóëüòè-ïëèêàòîðîâ ïðèáëèæàåòñÿ ê åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè). �ðóïïà áëèçêî ðàñïîëîæåí-íûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòðó âîçìóùåíèé òèïà çàòóõàþùèõ ãàðìî-íè÷åñêèõ âîëí (íåëîêàëèçîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Ôëîêå), îòäåëüíîðàñïîëîæåííûå ìóëüòèïëèêàòîðû ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëèçîâàííûì ñîáñòâåííûì âåê-òîðàì.
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ïðåîáðàçîâàíèå
ǫl(t) = e−

1
2
γtκl(t) , (1.25)ïîëó÷èì

κ̈l = −
∑

m

∂2H

∂xl∂xm

|{xl′ (t)}
κm − 1

4
γ2κl . (1.26)Â ýòèõ íîâûõ ïåðåìåííûõ ìàòðèöà Ôëîêå F ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé è îáëàäà-åò âñåìè ñâîéñòâàìè, îáñóæäàâøèìèñÿ â ðàçä. 1.2. Äåëàÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå,ïîëó÷èì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû F , ëåæàùèå íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ïå-ðåõîäÿò â ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû R, ëåæàùèå íà îêðóæíîñòè ìåíüøåãî ðàäèóñà

R:
R(γ) = e−γTb/2 . (1.27)Åñëè µ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû R, òî òàêæå ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ÿâëÿþòñÿ

µ∗ , e−γTb
1

µ
, e−γTb

1

µ∗
. (1.28)Ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïî-ïðåæíåìó èìååòñÿ ÷èñëî µ = 1, îòâå÷àþùåå ñäâèãóâäîëü òðàåêòîðèè. Â îòëè÷èå îò ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ïàðíîå åìó çíà÷åíèå ðàâíî

e−γTb .Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ äèññèïàòèâíîãî ðîòîáðèçåðà íà êîìïëåêñ-íîé ïëîñêîñòè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.4. �îòîáðèçåð òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, êîãäà õîòÿ áûîäèí èç ìóëüòèïëèêàòîðîâ âûõîäèò çà ïðåäåëû åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.
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�ëàâà 2
Ïîëó÷åíèå è èññëåäîâàíèåäèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â ÷èñëåííûõýêñïåðèìåíòàõ
2.1 Äîëãîæèâóùèå âîçáóæäåíèÿ è ïðèáëèæåíèå ññîêðàùåííûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäûÏðåäñòàâèì ïîòåíöèàëû â (1) â âèäå ðàçëîæåíèé â ðÿä Òåéëîðà:

V (z) =
∑

α=2,3,...

vα

α
zα , W (z) =

∑

α=2,3,...

wα

α
zα . (2.1)�àññìîòðèì ñëó÷àé v2 = 1, v3 = −1, v4 = 1

4
, w2 = 0.1, à âñå îñòàëüíûå êîý��èöèåí-òû ðàçëîæåíèÿ ðàâíû íóëþ. Ïîòåíöèàë îñöèëëÿòîðà â ýòîì ñëó÷àå èìååò äâå ÿìû,ðàçäåëåííûå áàðüåðîì, à ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ � ãàðìîíè÷åñêèé. Îäèí èç ïðî-ñòåéøèõ ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü ëîêàëèçîâàííîå âîçáóæäåíèå â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå� çàäàòü íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íà âñåõ îñöèëëÿòîðàõ, êðîìå îäíîãî (ïóñòü îíèìååò èíäåêñ l = 0), êîòîðûé â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñìåùåí îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿðàâíîâåñèÿ:

pl(0) = 0, xl 6=0(0) = 0, x0(0) = A33



Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ýòèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èñïîëü-çóÿ, íàïðèìåð, ìåòîä Âåðëå. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå ÷àñòü ýíåðãèèíà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíèòñÿ ïî ðåøåòêå â âèäå âîëíû. Ïóñòü ðàçìåððåøåòêè N = 3000. Ìàêñèìàëüíàÿ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí â ýòîéñèñòåìå ïîðÿäêà 0.1. Òîãäà ý��åêòû êîíå÷íîãî ðàçìåðà ðåøåòêè, ïðîÿâëÿþùèåñÿâñëåäñòâèå âîçâðàùåíèÿ âîëí, îòðàæåííûõ îò êðàÿ ðåøåòêè, äîëæíû áûòü íåñóùå-ñòâåííû âïëîòü äî âðåìåíè tmax = 30000. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàåìàÿ êîíå÷-íàÿ ñèñòåìà áóäåò àäåêâàòíî ìîäåëèðîâàòü ïîâåäåíèå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû âïëîòüäî âðåìåíè t = tmax. Äëÿ íàáëþäåíèÿ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå îïðåäåëèì äèñêðåòíóþïëîòíîñòü ýíåðãèè
el =

1

2
p2

l + V (xl) +
1

2
(W (xl − xl−1) + W (xl+1 − xl)) . (2.2)Ñóììà ýòîé âåëè÷èíû ïî âñåì óçëàì ðåøåòêè äàåò ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû, ñî-õðàíÿþùóþñÿ âî âðåìåíè. Åñëè îáðàçóåòñÿ äèñêðåòíûé áðèçåð, òî ïî êðàéíåé ìåðå÷àñòü ýíåðãèè íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ äîëæíà îñòàòüñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êå íà÷àëü-íîãî âîçìóùåíèÿ.Ïóñòü e(2m+1) � ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ óçëîâ â m-îêðåñòíîñòè óçëà íà÷àëüíîãî âîç-ìóùåíèÿ:

e(2m+1) =

m∑

−m

el (2.3)Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî m ýòà âåëè÷èíà ñïàäàåò äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, òî ìîæíî ãî-âîðèòü î íàëè÷èè âîçáóæäåíèÿ, ëîêàëèçîâàííîãî â ïðåäåëàõ âûáðàííûõ 2m + 1 óç-ëîâ. Ìåäëåííîñòü ñïàäàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñðàâíåíèè ñ õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîìâðåìåíè, çà êîòîðîå âîëíîâîé ïàêåò, èìåþùèé ìàêñèìàëüíóþ ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü,ïðåîäîëåâàåò m óçëîâ ðåøåòêè. Äëÿ m = 2 ýòîò õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ñîñòàâëÿåòâåëè÷èíó ïîðÿäêà tmin ≈ 20. Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ äàííîé ïîñòàíîâêè ÷èñëåííîãîýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ìàñøòàáû âðåìåíè â äèàïàçîíå
20 ≪ t ≤ 30000 . (2.4)34



Íà ðèñ. 2.1 ïðåäñòàâëåíà èçìåðåííàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè äëÿ ñóììàðíîé ýíåð-ãèè ïÿòè ñìåæíûõ óçëîâ e(5)(t) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0(t = 0) = 2.3456 [36℄.Îò÷åòëèâî íàáëþäàåòñÿ ëîêàëèçàöèÿ ýíåðãèè. Ïîñëå êîðîòêîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåñ-ñà äëèòåëüíîñòüþ ïîðÿäêà 100 åäèíèö âðåìåíè äîñòèãàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîåçíà÷åíèå e(5). Ëîêàëèçîâàííûé îáúåêò ñóùåñòâóåò â òå÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîãî âðå-ìåíè, èçëó÷åíèå ýíåðãèè èç íåãî î÷åíü ìàëî. Âîîáùå ãîâîðÿ, äàííîå ðåøåíèå íåñîâïàäàåò ñ òî÷íûì äèñêðåòíûì áðèçåðîì è íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèì, èïîòîìó èìååò êîíå÷íîå âðåìÿ æèçíè. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ýòî âðåìÿ æèçíè î÷åíüâåëèêî (ïî ñðàâíåíèþ ñ óêàçàííûìè âûøå ìàñøòàáàìè), áóäåì íàçûâàòü ýòî ëî-êàëèçîâàííîå âîçáóæäåíèå è ïîäîáíûå åìó äèñêðåòíûìè áðèçåðàìè â �èçè÷åñêîìñìûñëå. �àñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî öåïî÷êå â îêðåñòíîñòè öåíòðà áðèçåðà ïðèâåäåíîíà âðåçêå íà ðèñ. 2.1. Äâèæåíèå ñóùåñòâåííî çàòðàãèâàåò òîëüêî òðè óçëà ðåøåòêè,òî åñòü, äàííîå ðåøåíèå ëîêàëèçîâàíî âåñüìà ñèëüíî. Â òî âðåìÿ êàê öåíòðàëüíàÿ÷àñòèöà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé, àìïëèòóäà êîëåáàíèé åå áëè-æàéøèõ ñîñåäåé ìàëà. Âñå êîëåáàíèÿ ñîâåðøàþòñÿ â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-âåñèÿ xl = pl = 0. Îòìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå ïðîñòðàíñòâåííîé ÷åòíîñòè íà÷àëüíûõóñëîâèé, ðåøåíèå òàêæå îáëàäàåò ýòîé ñèììåòðèåé.×òîáû ïîëó÷èòü áîëåå ïîäðîáíîå ïðåäñòàâëåíèå î äèíàìèêå äàííîãî ðåøåíèÿ,âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íàéäåííûõ ðåàëèçàöèé x0(t) è x±1(t) âî âðåìåííîìîêíå 1000 ≤ t ≤ 10000, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Ôèëîíà [36℄. �åçóëüòàò ïðåäñòàâëåí íàðèñ. 2.2.Êàê âèäèì, â ñïåêòðå êîëåáàíèé öåíòðàëüíîé ÷àñòèöû ïðåîáëàäàþò äâå ÷àñòîòû:
ω1 = 0.822 è ω2 = 1.34. Âñå îñòàëüíûå ïèêè, âèäèìûå â ñïåêòðå íà ðèñ. 2.2, ïîëó÷à-þòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé óêàçàííûõ ÷àñòîò. Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî íàáëþäàåìîåäîëãîæèâóùåå ëîêàëèçîâàííîå êîëåáàòåëüíîå ðåøåíèå áëèçêî ê êâàçèïåðèîäè÷åñêî-ìó. Áëèæàéøèå ñîñåäè öåíòðàëüíîé ÷àñòèöû, â ñèëó ñèììåòðèè ðåøåíèÿ, äâèãàþòñÿîäèíàêîâî. Ñïåêòð èõ êîëåáàíèé (ñì. âðåçêó íà ðèñ. 2.2) òàêæå íîñèò õàðàêòåð äâóõ-35
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�èñ. 2.1: Âåëè÷èíà e(5) â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). Ïîëíàÿ ýíåðãèÿñèñòåìû (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Âðåçêà: ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè el ïî öåïî÷êåäëÿ òîãî æå ðåøåíèÿ, óñðåäíåííîå ïî èíòåðâàëó âðåìåíè 1000 < t < 1150.
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÷àñòîòíîãî, ïðè÷åì ïèê, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷àñòîòå ω2, âûøå ïèêà íà ÷àñòîòå ω1, âîòëè÷èå îò ñïåêòðà äëÿ öåíòðàëüíîé ÷àñòèöû. Ñëåäóÿ óêàçàííûì çäåñü íàáëþäå-íèÿì è ïðåíåáðåãàÿ äâèæåíèåì îñòàëüíûõ ÷àñòèö, áóäåì ïðèáëèæåííî îïèñûâàòüäèíàìèêó ðàññìàòðèâàåìîãî ðåøåíèÿ â ðàìêàõ ý��åêòèâíîé çàäà÷è ñ äâóìÿ ñòåïå-íÿìè ñâîáîäû.Ïîëàãàÿ íóëÿìè êîîðäèíàòû è èìïóëüñû âñåõ îñöèëëÿòîðîâ, êðîìå òðåõ l =

−1, 0, 1, ñâåäåì çàäà÷ó ê òðåì ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Îãðàíè÷èâàÿñü èíâàðèàíòíûì ìíî-ãîîáðàçèåì, ñîñòîÿùèì èç ÷åòíûõ ðåøåíèé x−1 = x1, p−1 = p1, ïîëó÷èì ñîêðàùåííóþñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
ẍ0 = −V ′(x0) − 2w2(x0 − x±1) , (2.5)

ẍ±1 = −V ′(x±1) − w2(x±1 − x0) . (2.6)�àññìîòðèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåííûì ðàíåå äëÿ ïîëíîéñèñòåìû. Ïîëó÷àåìàÿ òðàåêòîðèÿ â ñàìîì äåëå îêàçûâàåòñÿ áëèçêîé ê ïðîåêöèèòðàåêòîðèè ïîëíîé ñèñòåìû íà ðàññìàòðèâàåìîå �àçîâîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ñëåäóÿýòîìó ïîäõîäó, ìîæíî äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü äèíàìèêó ñîêðàùåííîé ñèñòåìû(2.5,2.6), èññëåäóÿ îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå íà ñåêóùåé {x0 = 0, ẋ0 > 0} (ñì., íàïðè-ìåð, [37℄). Àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèå áûëî èññëåäîâàíî è â ïîëíîé ñèñòåìå. Â îáîèõñëó÷àÿõ áûëî ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé, áëèçêèõ ê äâóìåðíîìó òîðó íà âðå-ìåíàõ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà. Áîëåå òîãî, ñå÷åíèÿ ýòèõ òîðîâ â ïîëíîé è ñîêðàùåííîéñèñòåìàõ îêàçûâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íûìè [36℄.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü äâà çàêëþ÷åíèÿ: à) íàáëþäàåìûé ëîêàëèçîâàííûéîáúåêò ñîîòâåòñòâóåò òðàåêòîðèè (â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëíîé ñèñòåìû), êîòîðàÿíà âðåìåíàõ íàáëþäåíèÿ ïðàêòè÷åñêè âñòðîåíà â äâóìåðíûé òîð, ñîîòâåòñòâóþùèéêâàçèïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ; á) ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü âîñïðîèçâåäåíî â ðàìêàõçàäà÷è ñ ñîêðàùåííûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ãäå âñå îñöèëëÿòîðû, êðîìå öåí-òðàëüíîãî è äâóõ åãî áëèæàéøèõ ñîñåäåé, çà�èêñèðîâàíû â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ.Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî íè îäíà èç ÷àñòîò, íàáëþäàåìûõ â ñïåêòðå ëîêàëèçî-37



âàííîãî ðåøåíèÿ, íå äîëæíà ðåçîíèðîâàòü ñ ëèíåéíûì ñïåêòðîì (3), èíà÷å äîëæíîèìåòü ìåñòî èçëó÷åíèå, ÷òî íàðóøàåò ïðåäïîëîæåíèå î ëîêàëèçîâàííîñòè. Â äåé-ñòâèòåëüíîñòè, íàêëàäûâàþòñÿ ãîðàçäî áîëåå ñòðîãèå óñëîâèÿ, êîòîðûå îáñóæäàþòñÿíèæå. Ïîñêîëüêó ñîêðàùåííàÿ çàäà÷à, îïðåäåëåííàÿ âûøå, â îáùåì ñëó÷àå íåèíòå-ãðèðóåìà, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî åå �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò îñòðîâà ðåãóëÿð-íîé äèíàìèêè, çàïîëíåííûå òîðàìè, âñòðîåííûå â ¾ìîðå¿ õàîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.Îòìåòèì, ÷òî ýòà êàðòèíà ñèëüíî çàâèñèò îò âûáîðà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ãèïåðïî-âåðõíîñòè. Õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòîòíûå Ôóðüå-ñïåêòðû,êîòîðûå äîëæíû â ëþáîì ñëó÷àå ïåðåñåêàòüñÿ ñ ëèíåéíûì ñïåêòðîì áåñêîíå÷íîéðåøåòêè. Òàêèì îáðàçîì, õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ñîêðàùåííîé çàäà÷è íå ÿâëÿþòñÿêàíäèäàòàìè íà ðîëü áðèçåðîïîäîáíûõ îáúåêòîâ. �åãóëÿðíûå îñòðîâà äîëæíû áûòüèññëåäîâàíû íà ïðåäìåò îñíîâíûõ ÷àñòîò. Åñëè ýòè ÷àñòîòû ëåæàò çà ïðåäåëàìè ëè-íåéíîãî ñïåêòðà áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîåâ áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå èç òåõ æå íà÷àëüíûõ óñëîâèé, áóäåò (íà äîñòàòî÷íî áîëü-øîì âðåìåííîì ìàñøòàáå) ëîêàëèçîâàíî â ïðîñòðàíñòâå. �åãóëÿðíûå îñòðîâà, íåóäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, íå ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëèçîâàííûì ðåøåíèÿì. Òà-êèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ñîêðàùåííîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ñäåëàòü îöåíêóìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïðèâîäÿùèõ ê õîðîøî ëîêàëèçîâàííûì ðåøåíèÿì âïîëíîé ðåøåòêå. Ýòîò ïîäõîä áûë óñïåøíî ïðèìåíåí â [37℄.Íà ðèñ. 2.3 ïðèâåäåí õàðàêòåðíûé ïðèìåð òðàåêòîðèé îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðåäëÿ ñîêðàùåííîé ñèñòåìû. Íà ðèñ. 2.4 ïîêàçàíà âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü îïðåäåëåí-íîé âûøå ýíåðãèè ïîäñèñòåìû èç ïÿòè îñöèëëÿòîðîâ e(5)(t) â öåïî÷êå èç N = 3000óçëîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì òðàåêòîðèÿìñîêðàùåííîé çàäà÷è. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåãóëÿðíûì îñòðîâàì 1è 2 ñîêðàùåííîé çàäà÷è ïðèâîäÿò ê ëîêàëèçîâàííûì ðåøåíèÿì â öåïî÷êå, â òî âðåìÿêàê íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ðåãóëÿðíîì îñòðîâå 3 è íà õàîòè÷åñêîé òðàåêòîðèè, áóäó÷èçàïóùåíû â öåïî÷êå, ïðèâîäÿò ê áûñòðîìó ñïàäó ýíåðãèè e(5)(t) èç-çà èíòåíñèâíîãî38



èçëó÷åíèÿ ýíåðãèè â âèäå ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñïàä e(5)(t)äëÿ ýòèõ ïîñëåäíèõ ðåøåíèé îñòàíàâëèâàåòñÿ íà óðîâíå îêîëî e(5) = 0.35. Äâèæåíèåñèñòåìû ïîñëå ýòîé ñòàáèëèçàöèè ñíîâà õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ñîêðàùåííîé çàäà÷åé(ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ýíåðãèåé). Êàê ïîêàçàíî â [37℄, äëÿ ýíåðãèé íèæå ýòîãî óðîâíÿâ ñîêðàùåííîé çàäà÷å ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàþò õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè.Íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå (â öåíòðå ðåãóëÿðíûõ îñòðîâîâ íàðèñ. 2.3) ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì. Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè e(5)(t)äëÿ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ èç ýòèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (ðèñ. 2.4), ïîêàçàëî, ÷òî äëÿêàæäîãî èç íèõ èìååò ìåñòî èçëó÷åíèå ýíåðãèè, õîòÿ è ñëàáîå. �åøåíèÿ, ñîîòâåò-ñòâóþùèå ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì ñîêðàùåííîé çàäà÷è â îñòðîâàõ 1 è 2 ïîêàçàëèíàèìåíüøóþ ñêîðîñòü ñïàäà e(5)(t) [37℄.Âñå ïðèâåäåííûå çäåñü ÷èñëåííûå íàáëþäåíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ âûâîäàìè ãëàâû1 î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé � äèñêðåòíûõáðèçåðîâ â íåëèíåéíûõ ðåøåòêàõ.Ìîäåëü öåïî÷êè, ðàññìîòðåííàÿ â ýòîì ðàçäåëå, èìååò îïòè÷åñêèé ëèíåéíûéñïåêòð ñ îòíîøåíèåì øèðèíû ñïåêòðà ê øèðèíå çàïðåùåííîé çîíû ïîðÿäêà 1/10.Ýòî, îäíàêî, íå îçíà÷àåò, ÷òî äèñêðåòíûå áðèçåðû ñóùåñòâóþò ëèøü áëàãîäàðÿ ñëà-áîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ. Îöåíêà äîëè ýíåðãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà, ïðèõîäÿùåéñÿ íàâçàèìîäåéñòâèå, ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó îêîëî 57%. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ðåøåíèå íè-êàê íå ìîæåò áûòü àäåêâàòíî îïèñàíî, åñëè ïðåíåáðå÷ü âçàèìîäåéñòâèåì ýëåìåíòîâðåøåòêè [37℄.Ïîñêîëüêó ëîêàëèçîâàííûå âîçáóæäåíèÿ ìîãóò áûòü õîðîøî îïèñàíû â ðàìêàõïðèáëèæåííîé ñîêðàùåííîé çàäà÷è, óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè ðåøåòêè íå äîëæíîîêàçàòü íà èõ ñóùåñòâîâàíèå çàìåòíîãî âëèÿíèÿ. Ýòî ïðèâåäåò ïðîñòî ê óâåëè÷åíèþ÷èñëà áëèæàéøèõ ñîñåäåé, òî åñòü, ê íåêîòîðîìó èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ ñîêðàùåí-íîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, àíàëîãè÷íûé ïîäõîä áûë ïðèìåíåí ê äâóìåðíîìóâàðèàíòó ðàññìîòðåííîé âûøå ñèñòåìû [38℄. Ïðàêòè÷åñêè âñå ýòàïû ïðèâåäåííîãî39



çäåñü èññëåäîâàíèÿ âîñïðîèçâîäÿòñÿ è äëÿ äâóìåðíîé ðåøåòêè. Àíàëîã ðèñ. 2.1 äëÿñëó÷àÿ äâóìåðíîé ðåøåòêè ïðèâîäèòñÿ íà ðèñ. 2.5, ãäå ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ýíåð-ãèè äèñêðåòíîãî áðèçåðà ïî ðåøåòêå, à íà âðåçêå ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíèäëÿ ýíåðãèè ïîäñèñòåìû â îêðåñòíîñòè öåíòðà áðèçåðà e(5)(t).Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëñÿ äðóãîé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêèáåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íîé ñèñòåìû, ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, êî-òîðûé ïðèìåíÿëñÿ ðàíåå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Áûëà ðàññìîòðåíà ìîäåëü ðåøåòêèðàçìåðîì 20 × 20 ýëåìåíòîâ (íà ðèñ. 2.5 ïðèâåäåíà òîëüêî ÷àñòü ðåøåòêè ðàçìåðîì
10×10). Õàðàêòåðíîå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé âîëíîé ãðàíèöû ýòîé ðåøåò-êè èìååò ïîðÿäîê tmax ≈ 100. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòðàæåííûå âîëíû íå ñêàçûâàëèñü íàäèíàìèêå áðèçåðà, äîáàâèì ê ãàìèëüòîíîâîé ðåøåòêå äèññèïàòèâíóþ ãðàíèöó øè-ðèíîé â 10 ýëåìåíòîâ ñ êàæäîé ñòîðîíû, ÷òî óâåëè÷èâàåò ïîëíûé ðàçìåð ðåøåòêèäî 40 × 40 ýëåìåíòîâ. Êîý��èöèåíò òðåíèÿ â ýòèõ äèññèïàòèâíûõ ãðàíèöàõ ïîäáè-ðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìàêñèìàëüíóþ äèññèïàöèþ ýíåðãèè íàáå-ãàþùèõ âîëí (ïîñêîëüêó êàê íóëåâîå, òàê è áåñêîíå÷íîå òðåíèå ïðèâåäåò ê ïîëíîìóîòðàæåíèþ, ñóùåñòâóåò íåêîå ïðîìåæóòî÷íîå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå). Ïðî�èëü êî-ý��èöèåíòà òðåíèÿ â äèññèïàòèâíûõ ãðàíèöàõ çàäàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîãî èçìåíåíèÿîò ìèíèìóìà íà âíóòðåííåé ñòîðîíå äî ìàêñèìóìà íà âíåøíåé ñòîðîíå. Ïàðàìåòðûëèíåéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îïòèìèçèðóþòñÿ íà ìàêñèìàëüíîå ïîãëîùåíèå ýíåðãèè íà-áåãàþùèõ âîëí [38℄.2.2 Îòûñêàíèå äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ êàê òî÷íûõ ðå-øåíèé2.2.1 Ìåòîä ÔóðüåÊàê îáñóæäàëîñü âûøå, ëîêàëèçîâàííûå îáúåêòû ñóùåñòâóþò áëàãîäàðÿ îòñóò-ñòâèþ èëè ñëàáîñòè ðåçîíàíñà ñî ñïåêòðîì ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ωq. Â ÷àñòíîñòè,40



ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïåðèîäè÷åñêèå ëîêàëèçîâàííûå ðåøåíèÿ, âðåìÿ æèçíè êîòîðûõáåñêîíå÷íî. Ïîïðîáóåì îòûñêàòü òàêîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ ïåðèîäîì Tb = 2π
Ωb
,îáëàäàþùåå ëîêàëèçàöèåé â ïðîñòðàíñòâå

xl(t) = xl(t + Tb) , x|l|→∞ → 0 . (2.7)Â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé ïåðèîäè÷íîñòè, ðåøåíèå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå
xl(t) =

∑

k

Akle
ikΩbt . (2.8)Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ äîëæíû áûòü ëîêàëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâå

Ak,|l|→∞ → 0 . (2.9)Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2), êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå
ẍl = −v2xl − w2(2xl − xl−1 − xl+1) + F nl

l (xl′) . (2.10)Çäåñü îáîçíà÷åíèå F nl
l âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå íåëèíåéíûå ÷ëåíû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëîâ (2.1), F nl

l èìååò âèä
F

(nl)
l = −

∑

α=3,4,...

[
vαxα−1

l + wα((xl − xl−1)
α−1 − (xl+1 − xl)

α−1)
]

. (2.11)
F nl(t) êàê �óíêöèþ âðåìåíè òàêæå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå:

F
(nl)
l (t) =

+∞∑

k=−∞

F
(nl)
kl eikΩbt . (2.12)Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-íèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå Akl, îïðåäåëÿþùèõ èñêîìîå ðåøåíèå:

k2Ω2
bAkl = v2Akl + w2(2Akl − Ak,l−1 − Ak,l+1) + F

(nl)
kl . (2.13)Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, âñå àìïëèòóäû â õâîñòàõ èñêîìîãî ðåøåíèÿ ìàëû. Ñëåäîâàòåëü-íî, â ýòèõ õâîñòàõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè â (2.13). Ëèíåàðèçîâàí-íûå óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íî (6), èìåþò âèä

k2Ω2
bAkl = v2Akl + w2(2Akl − Ak,l−1 − Ak,l+1) . (2.14)41



Êàê ýòî óæå îáñóæäàëîñü â ðàçäåëå 0.1, èç (2.14) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò íåîá-õîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíîãî áðèçåðà � îòñóòñòâèå ðåçîíàíñîâ ñ ëè-íåéíûì ñïåêòðîì (7) [6℄,[7℄. Â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, òî â ðàññìàò-ðèâàåìîé ñèñòåìå äèñêðåòíûé áðèçåð ëîêàëèçîâàí ýêñïîíåíöèàëüíî
Akl ∼ e−ξk |l| , k2Ω2

b = v2 + 2w2(1 − cosh ξk) . (2.15)Ïîñòðîèì èòåðàöèîííóþ ñõåìó äëÿ îòûñêàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå áðèçåðíîãîðåøåíèÿ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ. Ýòîò ìåòîä îêàçàëñÿ îäíèì èç ïåðâûõ îïóáëèêî-âàííûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ êàê òî÷íûõ ðåøåíèé [7℄,[21℄.Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.13) â âèäå èòåðàöèîííîãî îòîáðàæåíèÿ äâóìÿ ðàçëè÷-íûìè ñïîñîáàìè: îòîáðàæåíèå A

A
(i+1)
kl =

1

k2Ω2
b

[
(v2 + 2w2)A

(i)
kl − w2(A

(i)
k,l−1 + A

(i)
k,l+1) + F

(nl)
kl (A

(i)
k′l′)

]
, (2.16)äëÿ êîòîðîãî

λkl =
v2

k2Ω2
bè îòîáðàæåíèå B

A
(i+1)
kl =

1

v2

[
(k2Ω2

b − 2w2)A
(i)
kl + w2(A

(i)
k,l−1 + A

(i)
k,l+1) − F

(nl)
kl (A

(i)
k′l′)

]
, (2.17)äëÿ êîòîðîãî

λkl =
k2Ω2

b

v2

.Îòîáðàæåíèå äëÿ ðåøåòêè ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ñîñòàâëåíî èç âû-ðàæåíèé (2.16), (2.17) äëÿ êàæäîãî èç êîý��èöèåíòîâ Akl. �åøåíèå óðàâíåíèé (2.13)âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé òàêîãî èòåðàöèîííîãî îòîáðàæåíèÿ. Âîçíèêàþòäâà âîïðîñà: ñõîäèòñÿ ëè èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ê íåïîäâèæíîé òî÷êå, èêàêîâî äîëæíî áûòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå?Ñíà÷àëà íå áóäåì çàäàâàòüñÿ âîïðîñîì î ñõîäèìîñòè. Ïóñòü íåîáõîäèìî îòûñêàòüäèñêðåòíûé áðèçåð ñ ÷àñòîòîé Ωb, ëîêàëèçîâàííûé íà óçëå l = 0. Â êà÷åñòâå íà÷àëü-íîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëîæèì âñå êîý��èöèåíòû Ôóðüå ðàâíûìè íóëþ, êðîìå A±1,0,42



äëÿ êîòîðûõ âûáåðåì ìàëîå íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Äëÿ êîý��èöèåíòîâ k = ±1, l = 0âûáåðåì îòîáðàæåíèå (2.16), (2.17), äàþùåå λ±1,0 > 1, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ êî-ý��èöèåíòîâ � äàþùåå λkl < 1. Òàêèì îáðàçîì, â íà÷àëå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññàêîý��èöèåíòû k = ±1, l = 0 áóäóò íàðàñòàòü, à îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû áóäóòîñòàâàòüñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Â ñëó÷àå, åñëè èñêîìîå áðèçåðíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿóñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé èòåðàöèîííîãî îòîáðàæåíèÿ, òàêàÿ èòåðàöèîííàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîëæíà ñîéòèñü ê èñêîìîìó ðåøåíèþ.Åñëè ïîòåíöèàëû çàäàþòñÿ ïîëèíîìàìè íåâûñîêîãî ïîðÿäêà, òî ñëàãàåìîå F
(nl)
kl ,îòâå÷àþùåå çà íåëèíåéíîñòü, ìîæåò ý��åêòèâíî âû÷èñëÿòüñÿ íà êàæäîì øàãå èòå-ðàöèè ñîãëàñíî âûðàæåíèþ

F
(nl)
kl =

∑

α=3,4,...

vα

+∞∑

k1,k2,...,kα−1=−∞

Ak1lAk2l...Akα−1lδk,(k1+k2+...+kα−1) . (2.18)Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ íà êàæäîì øàãå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü xl(t), èñõîäÿ èç òåêóùèõçíà÷åíèé A
(i)
kl . Òîãäà ñëàãàåìîå F

(nl)
kl íàõîäèòñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì

F
(nl)
kl =

1

T1

∫ T2

−T/2

F
(nl)
l (t)e−ikω1tdt . (2.19)Â ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå, åñòåñòâåííî, ââîäèòñÿ îãðàíè÷åíèå ïî íîìåðó Ôóðüå-ãàð-ìîíèêè k. Ïî îêîí÷àíèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â ìàëîñòèíàéäåííûõ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ Akl â îêðåñòíîñòè íàèâûñøåé ó÷èòûâàåìîé ãàð-ìîíèêè.Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð,

∑

k,l

|A(i)
kl − A

(i−1)
kl | < ε . (2.20)Äëÿ ïðèâåäåííûõ íèæå ïðèìåðîâ áûëî çàäàíî çíà÷åíèå ε = 10−10.Ïðèâåäåííûå äàëåå ïðèìåðû áûëè ïîëó÷åíû îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì ïðè ε =

10−10 äëÿ ÷àñòîòû Ωb = 1.3 â öåïî÷êàõ èç 100 ýëåìåíòîâ. Íà ðèñ. 2.6 ïîêàçàíûíàéäåííûå ðåøåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå äèñêðåòíîãî áðèçåðà â äâóõ ðàçëè÷-íûõ ñèñòåìàõ. Ïîñòðîåíû àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ |Akl| â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå43



â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà óçëà ðåøåòêè l. Îòìåòêè (íåçàêðàøåííûå êâàäðàòû), ñîîò-âåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå íîìåðó Ôóðüå-ãàðìîíèêè k, ñîåäèíåíû ñïëîøíûìèëèíèÿìè. Êàê è îæèäàëîñü, íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ñïàä êîý��èöèåíòîâÔóðüå â ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷åì ïîêàçàòåëü ñïàäà (óãëîâîé êîý��èöèåíò ëèíèè â ëî-ãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå) çàâèñèò îò íîìåðà ãàðìîíèêè k. Íåîæèäàííûé ÷èñëåííûéðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ îêàçûâàþòñÿ âåðíûìè âïëîòüäî çíà÷åíèé ïîðÿäêà 10−20 íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äëÿ ìàøèííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåùå-ñòâåííûõ ÷èñåë èñïîëüçóåòñÿ òèï double (16 çíà÷àùèõ öè�ð). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òîàìïëèòóäû â õâîñòàõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ óäàëåíèåì îò öåíòðà áðèçåðà, à áëèæàéøååê íóëþ çíà÷åíèå, äîïóñêàåìîå òèïîì double, ñîñòàâëÿåò 10−307.Ñðàâíèì ïîêàçàòåëè ëîêàëèçàöèè íàéäåííûõ ðåøåíèé ñ îöåíêîé (2.15), ïîëó÷åí-íîé â ðàìêàõ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè (2.14), äëÿ ñëó÷àÿ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 2.6(à):
k ÷èñë. ðåçóëüòàò îöåíêà
0 −1.3202 −1.3415

1 −0.6904 −0.6898

2 −1.3796 −1.6588

3 −2.0748 −2.1143

4 −2.3957 −2.3951

5 −2.6018 −2.6026

6 −2.7663 −2.7682... ... ...Íàèáîëüøèå îòêëîíåíèÿ íàáëþäàþòñÿ äëÿ ãàðìîíèê k = 2, 3. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñ-ëåííî íàéäåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ îêàçûâàåòñÿ ñëàáåå îæèäàåìîé. Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿâ òîì, ÷òî äëÿ ýòèõ ãàðìîíèê íàèáîëåå âåëèêè íåëèíåéíûå ïîïðàâêè, ñïàäàþùèå âïðîñòðàíñòâå ìåäëåííåå, ÷åì ïðåäñêàçûâàåò ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå [21℄. Â ðàññìàò-ðèâàåìîì ñëó÷àå ýòè ïîïðàâêè èìåþò ïîðÿäîê ∼ A2
1l äëÿ k = 2 è ∼ A3

1l äëÿ k = 3.Îöåíêè ïîêàçàòåëÿ ëîêàëèçàöèè ñ ó÷åòîì ýòèõ ïîïðàâîê áûëè ïîëó÷åíû â [21℄ è44



ñîñòàâëÿþò 2 · 0.6898 = 1.3796 äëÿ k = 2 è 3 · 0.6898 = 2.0694 äëÿ k = 3.Îòìåòèì, ÷òî íåðåçîíàíñíîå óñëîâèå (7) íå çàâèñèò îò ýòèõ ïîïðàâîê. Ñóùåñòâåí-íî òàêæå, ÷òî êîý��èöèåíòû Ôóðüå äëÿ ãàðìîíèêè, îáëàäàþùåé ñàìîé ñëàáîé ïðî-ñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèåé, âñåãäà êîððåêòíî îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíè-åì â õâîñòàõ áðèçåðà ñ óäàëåíèåì îò åãî öåíòðà.Äëÿ ñëó÷àÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.6(á), íàõîäèì
k ÷èñë. ðåçóëüòàò îöåíêà
1 −0.6722 −0.6709

3 −1.9910 −2.1464

5 −2.6103 −2.6133

7 −2.9114 −2.9117

9 −3.1324 −3.1325... ... ...Çàìåòíîå ðàñõîæäåíèå èìååòñÿ òîëüêî äëÿ ãàðìîíèêè k = 3, è êîððåêòíàÿ îöåíêàñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ó÷åòå ïîïðàâîê ∼ A3
1l: 3 · 0.6709 = 2.0127.2.2.2 Ìåòîä ñåäëîâûõ òî÷åê äëÿ ñèñòåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿïåðåìåííûìèÑóùåñòâóåò ïîäêëàññ ìîäåëåé âèäà (1), äîïóñêàþùèé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîåðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ (ñì. [19℄, [16℄, [20℄). �àññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí

H =
∑

l

[
1

2
p2

l +
v2

2
x2

l

]
+ POT , (2.21a)ãäå

POT =
∑

l

[v2m

2m
x2m

l +
w2m

2m
(xl − xl−1)

2m
]

, m = 2, 3, 4, ... (2.21b)� îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ êîîðäèíàò. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òîãäà ïðèíèìàþò âèä
ẍl + v2xl = −v2mx2m−1

l − w2m(xl − xl−1)
2m−1 + w2m(xl+1 − xl)

2m−1 . (2.22)45



Òàêèå ñèñòåìû èìåþò ïîäìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ïðîñòðàíñòâåí-íî-âðåìåííûì ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ:
xl(t) = AlG(t) . (2.23)Áóäåì èñêàòü äèñêðåòíûå áðèçåðû â ýòîì êëàññå ðåøåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ (2.23) â (2.22),ïîëó÷èì
G̈ + v2G

G2m−1
= −κ , (2.24)

−κ =
1

Al

[
−v2mA2m−1

l − w2m(Al − Al−1)
2m−1 + w2m(Al+1 − Al)

2m−1
]

. (2.25)Çäåñü κ > 0 � ïàðàìåòð ðàçäåëåíèÿ, êîòîðûé ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíûìîáðàçîì. Ôóíêöèÿ G óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ îäíîéñòåïåíüþ ñâîáîäû
G̈ = −v2G − κG2m−1 . (2.26)�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåò âðåìåíí�óþ ýâîëþöèþ èñêîìîãî ðåøåíèÿ (2.23).Ïðîñòðàíñòâåííûé ïðî�èëü ðåøåíèÿ (2.23) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
κAl =

∂POT

∂xl

∣∣∣∣
{xk=Ak}

(2.27)èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà �óíêöèè S:
∂S

∂Al
= 0 , S =

1

2
κ

∑

l

A2
l − POT ({xk = Ak}) . (2.28)Îáñóäèì ñâîéñòâà �óíêöèè S. Ýòà �óíêöèÿ èìååò òðèâèàëüíûé ìèíèìóì S = 0â íà÷àëå êîîðäèíàò Al = 0 (òî÷êà P0 íà ðèñ. 2.7). Åñëè äâèãàòüñÿ âäîëü âûáðàííîãîíàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Al, íà÷èíàÿ îò òî÷êè P0, òî S áóäåò ñíà÷àëà âîçðàñòàòü,çàòåì ïåðåéäåò ÷åðåç òî÷êó óñëîâíîãî ìàêñèìóìà, è äàëåå áóäåò óáûâàòü äî −∞. Òà-êèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî óñëîâíûõ ìàêñèìóìîâ S âäîëü âñåâîçìîæíûõ íàïðàâëåíèéèç òî÷êè P0 îáðàçóåò çàìêíóòóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü M , îêðóæàþùóþ P0.Èñêîìîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîé òî÷êå S. Ïîñêîëüêó áðèçåðû ëî-êàëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâå, âàðèàöèÿ àìïëèòóä Al â õâîñòàõ áðèçåðà â îêðåñòíîñòè46



íóëÿ ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ S. Â òî æå âðåìÿ, S èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì, íàõî-äÿùèéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò P0. Ñëåäîâàòåëüíî, áðèçåðàì ñîîòâåòñòâóþò ñåäëîâûåòî÷êè �óíêöèè S.Îïèøåì ìåòîä îòûñêàíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè �óíêöèè S. Âûáåðåì íàïðàâëåíèå â
N-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Al, íàïðèìåð, (...0001000...), (...0001001000...) è ò. ï. Áóäåìäâèãàòüñÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò P0 â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè è îòûùåì óñëîâíûéìàêñèìóì P1, ëåæàùèé íà ãèïåðïîâåðõíîñòè M . Âû÷èñëèì ãðàäèåíò S (îí íàïðàâ-ëåí ïî êàñàòåëüíîé ê M) è ñäåëàåì øàã â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ïîëó÷èì òî÷êó
P2. Òåïåðü îòûùåì óñëîâíûé ìàêñèìóì íà ïðÿìîé P0 − P2 è ïîëó÷èì òî÷êó P3,ñíîâà ëåæàùóþ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè M . Òàêèì îáðàçîì ðåàëèçóåòñÿ èòåðàöèîííàÿïðîöåäóðà ¾íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà¿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè óñëîâíûõ ìàêñèìóìîâ M ,êîòîðàÿ ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåíà ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ èñêî-ìàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà �óíêöèè S.Ýòîò ìåòîä áûë ïðèìåíåí äëÿ îòûñêàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ äèñêðåòíûõ áðèçå-ðîâ è ìóëüòèáðèçåðîâ (ðåøåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ áîëüøîé àìïëèòóäîé ñðàçó íàíåñêîëüêèõ óçëàõ ðåøåòêè). Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä ìîæåò áûòü ëåãêî ðàñïðîñòðàíåí íàäâóõ- è òðåõìåðíûå ðåøåòêè [20℄.2.2.3 Ìåòîä ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé îòîáðàæåíèÿ â ñè-ñòåìàõ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìèÑ èñïîëüçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, îáñóæ-äàâøåãîñÿ â ðàçäåëå 2.2.2, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äèñêðåòíûå áðèçåðû êàê ãîìîêëè-íè÷åñêèå òðàåêòîðèè íåêîòîðîãî äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ [16℄. Â ñàìîì äåëå, ìîæíîïåðåïèñàòü (2.25) â âèäå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

Al+1 = Al +
[
v2mA2m−1

l + w2m(Al − Al−1)
2m−1 − κAl

] 1
2m−1 , (2.29)
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ïîçâîëÿþùåãî ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèòü ïðî�èëü àìïëèòóä ðåøåíèÿ ïî çàäàííûì àì-ïëèòóäàì íà äâóõ ñìåæíûõ óçëàõ. Ââîäÿ äâóõêîìïîíåíòíûé âåêòîð
Rl = (xl, yl) = (Al−1, Al) , (2.30)ïåðåïèøåì (2.29) â �îðìå äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ

xl+1 = yl

yl+1 = yl +
[
v2my2m−1

l + w2m(yl − xl)
2m−1 − κyl

] 1
2m−1 .

(2.31)Äèñêðåòíîå âðåìÿ îòîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò äèñêðåòíîìó ïðîñòðàíñòâó ðåøåòî÷-íîé ñèñòåìû.Ýòî îòîáðàæåíèå èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó RF = (0, 0) òèïà ñåäëî. Íà ðèñ. 2.8ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíû óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿñåäëà. Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ îòîáðàæåíèÿ, ëåæàùàÿ íà óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè, ñòðå-ìèòñÿ ê ñåäëó â ïðÿìîì âðåìåíè, à ëåæàùàÿ íà íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè � âîáðàòíîì âðåìåíè. Óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ. Ïî îïðå-äåëåíèþ, ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â îäíîé èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿìíîãîîáðàçèé ñòðåìèòñÿ ê ñåäëó êàê â ïðÿìîì, òàê è â îáðàòíîì âðåìåíè, òî åñòü,ÿâëÿåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé. Â òî æå âðåìÿ, ëþáàÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ñåä-ëà RF â îòîáðàæåíèè (2.31) ñîîòâåòñòâóåò äèñêðåòíîìó áðèçåðó â èñõîäíîé ñèñòåìå,ïîñêîëüêó ñòðåìëåíèå àìïëèòóä Al ê íóëþ ïðè l → ±∞ îçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâåííóþëîêàëèçàöèþ ðåøåíèÿ (2.23).Îòìåòèì, ÷òî îäíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ïðèíàäëåæèò áåñêîíå÷íîå ìíî-æåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé (êàê, íàïðèìåð, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, îòìå-÷åííûå íà ðèñ. 2.8), ñîîòâåòñòâóþùèõ, ñëåäîâàòåëüíî, îäíîìó è òîìó æå áðèçåðó.Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå (2.31) ñîõðàíÿåò ïëîùàäü â ìàëîé îêðåñòíîñòè ñåäëà RF ,åãî èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ïîäêîâîîáðàçíóþ ñòðóêòóðó (ñì. ðèñ. 2.8).Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ ãî-ìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé (à çíà÷èò, è áðèçåðîâ). Â òîì ÷èñëå, âîçìîæíû ìíîãî-48



îáõîäíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìóëüòèáðèçåðàì (ñì. òæ.[6℄).Áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè ðåøåòêè (2.21a,b) îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííîãî îòðà-æåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèììåòðèè îòîáðàæåíèÿ (2.31) îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ äèñ-êðåòíîãî âðåìåíè, âñåãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé íà ëèíèè x =

y. Ïîëîæåíèå ýòîé òî÷êè çàâèñèò îò âûáîðà âåëè÷èíû κ. Íà ýòîì ìîæåò áûòü îñíîâàíïðîñòîé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû. Íàïðèìåð, ìîæíî çà�èêñè-ðîâàòü òî÷êó x0 = y0 è ïîäîáðàòü çíà÷åíèå κ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûáðàííàÿ òî÷êàëåæàëà íà ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòå [16℄. Êðîìå òîãî, âûñêàçàííûå â ýòîì ðàçäåëåñîîáðàæåíèÿ ñëóæàò îñíîâîé ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíûõáðèçåðîâ â ñèñòåìàõ êëàññà (2.21a,b) [16℄.2.2.4 Ìåòîä Íüþòîíà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâåÂ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëè ðàññìîòðåíû ìåòîäû îòûñêàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçå-ðîâ, îñíîâàííûå íà ðåøåíèè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ âû-ñòóïàëè ïàðàìåòðû èñêîìîãî ðåøåíèÿ (êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå èëè ïðî-ñòî àìïëèòóäû êîëåáàíèé íà âñåõ óçëàõ ðåøåòêè).Âìåñòî ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ìîæíî èñêàòü ïåðèîäè÷åñêóþ áðè-çåðíóþ îðáèòó íåïîñðåäñòâåííî â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû. Íàïîìíèì, ÷òîïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ çàìêíóòóþ êðè-âóþ. Êàê ïðàâèëî, ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû íåèíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìèçîëèðîâàíû â òîì ñìûñëå, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òàêîé îðáèòû íå ñóùåñòâóåòäðóãèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ñ òåì æå çíà÷åíèåì ýíåðãèè (è äðóãèõ èíòåãðàëîâäâèæåíèÿ, åñëè òàêîâûå åñòü). Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü íåñïðàâåäëèâî â îñîáîìñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò íà ðåçîíàíñíûõ òîðàõ.Â òî æå âðåìÿ, êàê ïðàâèëî, â îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ãàìèëüòîíîâîéñèñòåìû ñóùåñòâóþò äðóãèå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû, ñîîòâåòñòâóþùèå äðóãèì çíà÷å-49



íèÿì èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, òèïè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ïðè íà-ëè÷èè òîëüêî îäíîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ � ýíåðãèè � îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷å-ñêèå ñåìåéñòâà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (ñì. ðèñ. 2.9).Ïðè ïåðåìåùåíèè âäîëü òàêîãî ñåìåéñòâà ïàðàìåòðû îðáèòû èçìåíÿþòñÿ. Â ÷àñò-íîñòè, îðáèòà ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü. Òàêàÿ áè�óðêàöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ñëè-ÿíèåì äâóõ ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.9.Îïèøåì øèðîêî èñïîëüçóåìûé ìåòîä îòûñêàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ � ìåòîäÍüþòîíà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå [22℄. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòå-ìû äëÿ çàäàííîãî âåêòîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé R̃ ñ êîìïîíåíòàìè
xl(t = 0) ≡ Xl , pl(t = 0) ≡ Pl (2.32)íà çàäàííîì âðåìåíè T :
xl(T ) ≡ Ix

l ({Xl′, Pl′}, T ) , (2.33)
pl(T ) ≡ Ip

l ({Xl′, Pl′}, T ) . (2.34)�àññìîòðèì �óíêöèè íåâÿçêè
F x

l = Ix
l − Xl , F p

l = Ip
l − Pl . (2.35)Åñëè R̃ ïðèíàäëåæèò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå ïåðèîäà T , òî

F x
l = F p

l = 0 . (2.36)Ïðèìåíèì èòåðàöèîííûé ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.36) îòíî-ñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî âåêòîðà R̃. Ïîñêîëüêó èòåðàöèîííîå îòîáðàæåíèå â ìåòîäåÍüþòîíà ñîäåðæèò îáðàùåíèå ìàòðèöû ïðîèçâîäíûõ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòà ìàòðè-öà áûëà íåâûðîæäåííîé. Îäíàêî, åñëè íåêîòîðàÿ òî÷êà R̃ ïðèíàäëåæèò ïåðèîäè÷å-ñêîé îðáèòå (à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (2.36)), òî è âñå òî÷êè â åå îêðåñòíîñòè,50



ïîëó÷àåìûå ñäâèãîì âäîëü îðáèòû, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (2.36). ×òîáû îáåñ-ïå÷èòü èçîëèðîâàííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.36), óìåíüøèì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ íàåäèíèöó, ââåäÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, íàïðèìåð,
PM = 0 . (2.37)Òîãäà, äëÿ ñèñòåìû ñ N ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå íåâûðîæäåí-íîé ñèñòåìû èç 2N −1 óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 2N −1 íåèçâåñòíûõ. Äîïîëíÿÿ ðåøå-íèå óñëîâèåì (2.37), ïîëó÷èì ïîëíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ 2N �àçîâûõ ïåðåìåí-íûõ. Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ïîëó÷åííûõíà÷àëüíûõ óñëîâèé èìååì pM(T ) = 0, à çíà÷èò, îðáèòà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

R = (X1, X2, ..., XM , ..., XN , P1, ..., PM−2, PM−1, PM+1, PM+2, ..., PN) , (2.38)
F = (F x

1 , F x
2 , ..., F x

M , ..., F x
N , F p

1 , ..., F p
M−2, F

p
M−1, F

p
M+1, F

p
M+2, ..., F

p
N) , (2.39)

F = R(T ) − R . (2.40)Îáîçíà÷èì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ÷åðåç R
(0). �àçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä äî ëè-íåéíîãî ÷ëåíà äàåò

Fn(R) = Fn(R(0)) +
∑

m

∂Fn

∂Rm
|R(0)(Rm − R(0)

m ) , (2.41)
F(R) = F(R(0)) + M(R −R

(0)) , (2.42)
Mnm =

∂Fn

∂Rm
|R(0) =

∂Rn(T )

∂Rm
|R(0) − δnm . (2.43)Îäèí øàã èòåðàöèîííîãî ìåòîäà Íüþòîíà äàåòñÿ âûðàæåíèåì

R = R
(0) −M−1

F(R(0)) . (2.44)Ýòî îòîáðàæåíèå èòåðèðóåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà çàäàííàÿòî÷íîñòü: |F| < ǫ èëè max|Fn| < ǫ. 51



Îïèøåì ñïîñîá ÷èñëåííîãî îòûñêàíèÿ ìàòðèöû Íüþòîíà M. Íà ðèñ. 2.10 ïðåä-ñòàâëåíà ñõåìàòè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ïðèâåäåííîé íèæå ïðîöåäóðû äëÿ ñëó÷àÿ äâó-ìåðíîãî �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.Èìåÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå R
(0) è èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà âðåìåíè

T , ïîëó÷èì òî÷êó R
(0)(T ). Åñëè R

(0) íå ëåæèò íà èñêîìîé îðáèòå ïåðèîäà T , òî ýòèòî÷êè áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ. Òåïåðü ââåäåì îòêëîíåíèå îò R
(0) ïî �àçîâîé ïåðåìåííîé

m íà âåëè÷èíó ∆:
R

(0,m) = R
(0) + ∆em . (2.45)Çäåñü em � åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé �àçîâîé ïåðåìåííîé m. Èíòåãðè-ðóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ íîâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè R

(0,m) íà âðåìåíè T , ïî-ëó÷èì òî÷êó R
(0,m)(T ). Òîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû Íüþòîíà âûðàæàþòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ïðèáëèæåíèåì

Mnm =
1

∆

(
Fn(R(0,m)) − Fn(R(0))

)
. (2.46)èëè, ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (2.35),

Mnm =
1

∆

(
R(0,m)

n (T ) − R(0)
n (T )

)
− δnm . (2.47)Ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ ëåãêîñòü åãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèíàëè÷èè ïîäõîäÿùåãî èíòåãðàòîðà ÎÄÓ. Ìåòîä ñõîäèòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî. Êðîìåòîãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäíó ìàòðèöó Íüþòîíà äëÿ íåñêîëüêèõ èòåðàöèé, ÷òî ýêî-íîìèò âðåìÿ â ñëó÷àå áîëüøèõ ìàòðèö. Íåäîñòàòêè ìåòîäà Íüþòîíà ñâÿçàíû ñ íåîá-õîäèìîñòüþ îáðàùåíèÿ ìàòðèö, ÷òî òðåáóåò îòíîñèòåëüíî áîëüøîãî âû÷èñëèòåëüíî-ãî âðåìåíè ïîðÿäêà ∼ N2. Îáðàùåíèå ìàòðèöû Íüþòîíà ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûìâ òî÷êå áè�óðêàöèè, ãäå âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå âûðîæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå êïîÿâëåíèþ íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû M. Èíîãäà òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèåñëîæíûõ àëãîðèòìîâ îáðàùåíèÿ ìàòðèö, èñïîëüçóþùèõ ðàçëîæåíèå ïî ñèíãóëÿðíûì÷èñëàì è ò. ï. 52



Ìåòîä Íüþòîíà ÷óâñòâèòåëåí ê âûáîðó íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ìîæåò áûòüöåëåñîîáðàçíî ïðåäâàðèòåëüíî èçìåíèòü ïàðàìåòðû ñèñòåìû äî òàêèõ çíà÷åíèé, ïðèêîòîðûõ ðåøåíèå èçâåñòíî (èëè ëåãêî íàõîäèòñÿ), à çàòåì äîâîäèòü ìàëûìè øàãàìèäî òðåáóåìûõ çíà÷åíèé, îòñëåæèâàÿ ðåøåíèå íà êàæäîì øàãå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà.Äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêîãî ñòàðòîâîãî îïîðíîãî ðåøåíèÿ èíîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿêàêèì-ëèáî äðóãèì ÷èñëåííûì ìåòîäîì, ý��åêòèâíî ðàáîòàþùèì ïðè âûáðàííûõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.2.2.5 Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâåÂìåñòî ìåòîäà Íüþòîíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà â �à-çîâîì ïðîñòðàíñòâå [17℄. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåîòðèöàòåëüíóþ �óíêöèþ
g(R̃) =

∑

l

[F x
l F x

l + F p
l F p

l ] (2.48)è åå ãðàäèåíò ñ êîìïîíåíòàìè
(∇g)n =

∂g

∂R̃n

. (2.49)Çàäàäèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, âû÷èñëèì â ýòîé òî÷-êå ãðàäèåíò è ñìåñòèì òî÷êó â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Ýòà èòåðàöèîííàÿïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà �óíêöèÿ g íå ñòàíåò äîñòàòî÷íî áëèçêà êíóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå.Ïðåèìóùåñòâà ýòîãî ìåòîäà îáóñëîâëåíû ëèíåéíûì ðîñòîì âû÷èñëèòåëüíîãî âðå-ìåíè ñ ðîñòîì ðàçìåðà ñèñòåìû è íå÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê áè�óðêàöèÿì. Íåäîñòàòêèñâÿçàíû ñ îòíîñèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìåäëåííîé ñõîäèìîñòüþ ïîñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì Íüþòîíà è âîçìîæíîñòüþ ñõîäèìîñòè ê íåíóëåâîìó ìèíèìóìó�óíêöèè g.
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2.2.6 Ñèììåòðèè×àñòî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâà-íèé ñèììåòðèè, òàêèõ íàïðèìåð, êàê ñäâèã âî âðåìåíè
t → t + τ ,îáðàùåíèå âðåìåíè

t → −t , pl → −pl ,îáðàùåíèå çíàêà
xl → −xl , pl → −pl ,äèñêðåòíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ñäâèã ðåøåòêè èëè äðóãèå äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâåí-íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ðåøåòêå (ïðîñòðàíñòâåííîå îòðàæåíèå è äð.).Êàæäàÿ äèñêðåòíàÿ ñèììåòðèÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ëþáîå çàäàííîå ðåøåíèå ñè-ñòåìû îòîáðàæàåòñÿ íà äðóãîå ðåøåíèå ñèñòåìû. Åñëè ðåøåíèå îòîáðàæàåòñÿ íàñåáÿ, òî îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.Äèñêðåòíûé áðèçåð ïî îïðåäåëåíèþ íå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äèñêðåòíîãîïðîñòðàíñòâåííîãî ñäâèãà. Åñëè îí, îäíàêî, èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê êàêîìó-ëèáî äðóãîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, ýòî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ñóùåñòâåííîãî ñíè-æåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè åãî îòûñêàíèÿ [5℄.Îáðàòèìîñòü èñêîìîãî ðåøåíèÿ âî âðåìåíè ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî íà÷àëî îòñ÷åòàâðåìåíè ìîæåò áûòü âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

xl(t) = xl(−t) , pl(t) = −pl(−t) ,÷òî ñîõðàíÿåò 50% âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìåíè. Ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíî èíâàðè-àíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñìåíû çíàêà, îòêóäà ñëåäóåò
xl(t + T/2) = −xl(t) , pl(t + T/2) = −pl(t) ,ìîæåò áûòü ñýêîíîìëåíî 75% âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìåíè.54



�åøåòêè ðàçìåðíîñòè âûøå åäèíèöû ìîãóò èìåòü äîïîëíèòåëüíûå ñèììåòðèè,íàïðèìåð, ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ ðåøåòêè, ÷òî òàêæå ïîç-âîëÿåò ñîêðàòèòü ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé.Â òî æå âðåìÿ, äàæå ïðè íàëè÷èè îïðåäåëåííîé ñèììåòðèè óðàâíåíèé, ìîãóò ñó-ùåñòâîâàòü áðèçåðíûå ðåøåíèÿ, íå îáëàäàþùèå òàêîé ñèììåòðèåé. Ïðîñòåéøèé ïðè-ìåð � îïÿòü-òàêè, ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ñäâèãà.Òàêæå ìîæåò áûòü íàðóøåíà ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííîãî îòðàæåíèÿ(÷åòíîñòè). Â ðåøåòêàõ ðàçìåðíîñòè âûøå åäèíèöû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü áðèçåðû, íåèíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè, ÷òî îçíà÷àåò íåíóëåâîé ïîòîê ýíåð-ãèè [41℄.2.3 Äèñêðåòíûå áðèçåðû â ïåðåõîäíûõ ïðîöåññàõ èòåïëîâîì ðàâíîâåñèè2.3.1 Äèñêðåòíûå áðèçåðû â ïåðåõîäíûõ ïðîöåññàõÏîñêîëüêó ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ ëåãêî ñîçäàòü ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîãî âîç-äåéñòâèÿ, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ëîêàëèçàöèÿ ýíåðãèè è �îðìèðîâàíèå äèñêðåòíûõáðèçåðîâ âîçìîæíû òàêæå â ñèñòåìàõ ñ íåíóëåâîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè, êàê-ëèáîðàñïðåäåëåííîé ïî ðåøåòêå. Îäíà èç âîçìîæíîñòåé ëîêàëèçàöèè ñâÿçàíà ñ íåóñòîé-÷èâîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùå-íèÿì (ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, íåóñòîé÷èâîñòü Áåíäæàìèíà-Ôåéðà è ò. ï.).Óñëîâèÿ òàêîé íåóñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü, ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âîêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ âèäà áåãóùåé âîëíû. Åñëè ïîäîáíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü èìååò ìå-ñòî, òî åå ìîæíî íàáëþäàòü â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå, çàäàâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿâ âèäå áåãóùåé âîëíû, íà êîòîðóþ íàëîæåíî ìàëîå ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå. Êàê ïðà-âèëî, ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ïðèâîäèò â ýòîì ñëó÷àå ê �îðìèðîâàíèþ ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé ýíåðãèè, â òîì ÷èñëå, äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ. Îòìåòèì,55



÷òî õàðàêòåð äèíàìèêè íà ïðîòÿæåíèè äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåñ-ñà ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò îæèäàåìîãî õàðàêòåðà ¾òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ¿.Ôîðìèðîâàíèå äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ âñëåäñòâèå ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè íà-áëþäàëîñü, íàïðèìåð, â ðàáîòå [39℄.Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îïóáëèêîâàííûå â [40℄. Ïàðà-ìåòðû èññëåäóåìîé ìîäåëè v2 = 1, v4 = 0.25, w2 = 0.1, îñòàëüíûå êîý��èöèåíòûðàâíû íóëþ. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû èìåþò âèä
xl(0) = (a + ξ) cos(ql) , ẋl(0) = ω(a + ξ) sin(ql) , (2.50)ãäå ω2 = ω2

q + 0.75a2, âîëíîâîå ÷èñëî q = 3π/4, àìïëèòóäà a = 0.5, à ñëó÷àéíîåâîçìóùåíèå ξ ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî íà èíòåðâàëå 0 ≤ ξ ≤ 0.001. �àçìåð ñèñòåìû
N = 400, èñïîëüçóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.Íà ðèñ. 2.11 ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â ñèñòåìå íà èíòåðâàëàõ âðå-ìåíè îò t = 0 äî t = 5000 (à) è îò t = 0 äî t = 5 · 10−5 (á).Íà íà÷àëüíîé �àçå ýâîëþöèè ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïðèâîäèò ê �îðìè-ðîâàíèþ âîëíîâûõ ïàêåòîâ, ðàçäåëåííûõ ðàâíûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè èíòåðâàëàìèè ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ. Íà ñëåäóþùåé ñòàäèè, âñëåäñòâèåñëó÷àéíîñòè â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ýòè ïàêåòû ñëó÷àéíûì îáðàçîì âçàèìîäåéñòâó-þò è îáìåíèâàþòñÿ ýíåðãèåé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî �îðìèðóþòñÿ íåïîäâèæíûå âûñîêî-ýíåðãåòè÷åñêèå ëîêàëèçîâàííûå îáúåêòû � äèñêðåòíûå áðèçåðû, ñîñóùåñòâóþùèå ñðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ ïàêåòàìè ìåíüøåé àìïëèòóäû. Ýòè ïàêåòû ìîãóò îòðàæàòü-ñÿ îò áðèçåðîâ èëè ïðîõîäèòü ñêâîçü íèõ, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê îáìåíóýíåðãèåé. Ýòîò îáìåí ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ íåêîòîðûõ áðèçåðîâ è ê äàëüíåéøåìóïîâûøåíèþ ýíåðãèè äðóãèõ áðèçåðîâ. Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ñèñòåìû íà áîëüøèõâðåìåííûõ ìàñøòàáàõ (ðèñ. 2.11(á)) äåìîíñòðèðóåò ðàñïàä áîëüøèíñòâà áðèçåðîâ,ñ�îðìèðîâàâøèõñÿ íà íà÷àëüíîé ñòàäèè, îäíàêî, ýíåðãèÿ íåðàñïàâøèõñÿ áðèçåðîâïîâûøàåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî ìàñøòàá âðåìåíè (îñè îðäèíàò) íà ðèñóíêàõ 2.11(à) è (á)ðàçëè÷àåòñÿ â 100 ðàç, à ìàñøòàá ñåðîé øêàëû � ïðèìåðíî â 2 ðàçà.56



Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ïðèâîäèò ê èñ÷åçíîâåíèþ áðèçåðîâ (òî÷-íåå ãîâîðÿ, âåðîÿòíîñòü èõ íàáëþäåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé), â äðóãèõñëó÷àÿõ �îðìèðîâàíèå áðèçåðîâ íàáëþäàåòñÿ è â ñîñòîÿíèè, êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ òåï-ëîâûì ðàâíîâåñèåì (ñì. ðàçä. 2.3.2). �åçóëüòàò ñóùåñòâåííî çàâèñèò êàê îò ïàðà-ìåòðîâ ìîäåëè, òàê è îò ñðåäíåé ïëîòíîñòè ýíåðãèè (òåìïåðàòóðû), îïðåäåëÿåìîéíà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.Ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü áåãóùåé âîëíû âîçìîæíà ïðè ñêîëü óãîäíî íèç-êèõ ïëîòíîñòÿõ ýíåðãèè. Áîëåå òîãî, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿþòïðåäïîëîæèòü, ÷òî â äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñèñòåìå ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòüïðè ñêîëü óãîäíî íèçêîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïðèâîäèò ê �îðìèðîâàíèþ áðèçåðîâ, íîõàðàêòåðíîå âðåìÿ âîçíèêíîâåíèÿ áðèçåðà áûñòðî âîçðàñòàåò ñ óìåíüøåíèåì ñðåäíåéïëîòíîñòè ýíåðãèè. Âðåìÿ æèçíè áðèçåðîâ â ñèñòåìàõ ñ ìàëîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèèòàêæå âåëèêî, ïîñêîëüêó ìàëà âåðîÿòíîñòü èõ ðàçðóøåíèÿ èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ�îíîâûìè êîëåáàíèÿìè.Òàêèì îáðàçîì, ìàëàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè îçíà÷àåò î÷åíü áîëüøèå ìàñøòàáû âðå-ìåíè ïåðåõîäà ê ðåæèìó ¾òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ¿, è â ýòîì ïåðåõîäíîì ïðîöåññå íà-áëþäàþòñÿ äîëîãîæèâóùèå áðèçåðû, îäíàêî â ¾òåïëîâîì ðàâíîâåñèè¿ âåðîÿòíîñòüâîçíèêíîâåíèÿ áðèçåðà ñòàíîâèòñÿ ìàëîé.Á�îëüøèå çíà÷åíèÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïðèâîäÿò ê ñîêðàùåíèþ âðåìåíèïåðåõîäíîãî ïðîöåññà (è ê óìåíüøåíèþ âðåìåíè æèçíè áðèçåðîâ, �îðìèðóþùèõñÿ íàýòîé ñòàäèè), íî âåðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ áðèçåðîâ â ðåæèìå ¾òåïëîâîì ðàâíîâåñèÿ¿(è èõ âðåìÿ æèçíè) âîçðàñòàåò.Îòìåòèì, ÷òî âêëàä ñëó÷àéíîñòè â íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòà-íîâêå çàäà÷è âñåãäà ïîëàãàåòñÿ ìàëûì.Àíàëîãè÷íûé ñöåíàðèé íàáëþäàåòñÿ è â äâóìåðíûõ ðåøåòêàõ [40℄. Íà ðèñ. 2.12(à-ã) ïîêàçàíû ñíèìêè ïëîòíîñòè ýíåðãèè â ìîìåíòû âðåìåíè t = 400, 450, 500, 5000â êâàäðàòíîé ðåøåòêå ðàçìåðà 80 × 80 ýëåìåíòîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè57



óñëîâèÿìè è ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê è â îäíîìåðíîé ñèñòåìå. Íà÷àëüíûå óñëî-âèÿ çàäàþòñÿ â âèäå ñëàáî çàøóìëåííîé ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿâäîëü äèàãîíàëè ðåøåòêè, äëÿ ýòîãî â (2.50) àðãóìåíò (ql) çàìåíÿåòñÿ íà (q(l + m)),ãäå l è m � ïðîñòðàíñòâåííûå èíäåêñû. Îòìåòèì, ÷òî ìàñøòàá ñåðîé øêàëû ìåíÿ-åòñÿ îò ðèñóíêà ê ðèñóíêó âñëåäñòâèå âîçðàñòàíèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â áðèçåðàõ.�àññìîòðèì äðóãîé âàðèàíò ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, â êîòîðîì òàêæå âîçìîæíî�îðìèðîâàíèå äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà íåêî-òîðîì ó÷àñòêå áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè çàäàíû íåíóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, à âñåîñòàëüíûå óçëû íàõîäÿòñÿ â íóëåâîì ñîñòîÿíèè. Òîãäà ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýíåðãèÿèç âîçáóæäåííîé ÷àñòè áóäåò èçëó÷àòüñÿ â âèäå âîëí â îêðóæàþùóþ ðåøåòêó, íîïðè ýòîì â âîçáóæäåííîé ÷àñòè ìîãóò îñòàòüñÿ äîëãîæèâóùèå äèñêðåòíûå áðèçåðû[42℄.Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðåøåòêîé ðàçìåðà 50× 50 ýëå-ìåíòîâ, ïî ñòîðîíàì êîòîðîé äîáàâëåíû äèññèïàòèâíûå ãðàíèöû (òàêèì îáðàçîì ñïîìîùüþ êîíå÷íîé ñèñòåìû ìîäåëèðóåòñÿ îõëàæäåíèå ó÷àñòêà áåñêîíå÷íîé ðåøåò-êè) [40℄. Ïàðàìåòðû ìîäåëè � òå æå, ÷òî è â ýêñïåðèìåíòàõ, îïèñàííûõ âûøå. Íà-÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ xlm è ẋlm � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿíà èíòåðâàëå îò −c/2 äî c/2. Íà ðèñ. 2.13 (à-ã) ïîêàçàíû ñíèìêè ïëîòíîñòè ýíåðãèèâ ðåøåòêå â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0, 4900, 11900, 19900 äëÿ ñëó÷àÿ c = 3. Äàæåäëÿ òàêîé íåâûñîêîé íà÷àëüíîé ýíåðãèè îêîëî 5% ïîëíîé ýíåðãèè îñòàåòñÿ â äîëãî-æèâóùèõ áðèçåðàõ � �àêòè÷åñêè, áëàãîäàðÿ �ëóêòóàöèÿì â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.Õàðàêòåð ïðîöåññà îõëàæäåíèÿ îäíîìåðíûõ öåïî÷åê êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îòäâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, îïèñàííîãî âûøå. Èçâåñòíî [43, 44℄, ÷òî áðèçåðû â îäíîìåðíûõñèñòåìàõ ý��åêòèâíî îòðàæàþò áåãóùèå âîëíû. Ñëåäîâàòåëüíî, óæå äâóõ áðèçåðîââ öåïî÷êå äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû óäåðæèâàòü çàêëþ÷åííóþ ìåæäó íèìè ýíåð-58



ãèþ îò èçëó÷åíèÿ â öåïî÷êó. Êðîìå òîãî, âîëíû, çàõâà÷åííûå íà ó÷àñòêå ìåæäó äâóõáðèçåðîâ, ìîãóò ïðèâîäèòü ê íåêîòîðîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó ýòèìè áðèçåðàìè.Â òî æå âðåìÿ, â ñèñòåìàõ ñ ðàçìåðíîñòüþ d ≥ 2 áðèçåðû, õîòÿ è ìîãóò ðàññåè-âàòü áåãóùèå âîëíû, íå ìîãóò èõ çàõâàòûâàòü. Ïîýòîìó ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âîëíûñâîáîäíî âûõîäÿò èç íàãðåòîé îáëàñòè ïðè åå îñòûâàíèè, è îñòàâøèåñÿ â ñèñòåìå áðè-çåðû ïðàêòè÷åñêè íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì (îñòàåòñÿ âîçìîæíûì òîëüêîâçàèìîäåéñòâèå ÷åðåç ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùèå ïðîñòðàíñòâåííûå õâîñòû).Â ñàìîì äåëå, â àíàëîãè÷íîì ýêñïåðèìåíòå ñ îäíîìåðíîé ñèñòåìîé (ïàðàìåòðû� òå æå, íî c = 2) íàáëþäàåòñÿ çàõâàò ýíåðãèè ìåæäó äâóìÿ áðèçåðàìè áîëüøîéàìïëèòóäû (ðèñ. 2.14, ñì. òæ. [45℄,[46℄). Ñî âðåìåíåì ýíåðãèÿ âñå-òàêè ïîñòåïåííî èç-ëó÷àåòñÿ, à âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áðèçåðàìè ïðèâîäèò ê èõ ìåäëåííîìó ñáëèæåíèþ.
2.3.2 Áðèçåðû â òåïëîâîì ðàâíîâåñèèÍàêîíåö, áðèçåðû ìîãóò íàáëþäàòüñÿ è â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè [39, 47℄. Íà ðèñ. 2.15(à-ã) ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â îäíîìåðíîé öåïî÷êå ñ òåìè æå ïà-ðàìåòðàìè, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íà íåêîòîðûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè ïîñëåóñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ � ïåðèîäè÷åñêèå, à íà÷àëü-íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà èíòåðâàëå îò −c/2 äî c/2. Îò÷åòëèâî íà-áëþäàþòñÿ ëîêàëèçîâàííûå âîçáóæäåíèÿ, ïðè÷åì ñ óâåëè÷åíèåì ïëîòíîñòè ýíåðãèèóâåëè÷èâàåòñÿ èõ êîëè÷åñòâî è âðåìÿ æèçíè [40℄.Àíàëîãè÷íûé ý��åêò íàáëþäàåòñÿ è â äâóìåðíîé ðåøåòêå. �èñ. 2.16(à,á) îòîá-ðàæàåò ýâîëþöèþ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â äâóìåðíîé ðåøåòêå ðàçìåðà 50 × 50 íà äâóõðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ. Äëÿ âèçóàëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ ïîðîãîâàÿ îáðà-áîòêà: íàëè÷èå ÷åðíîé òî÷êè â ïðîåêöèè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îçíà-÷àåò, ÷òî íà ñîîòâåòñòâóþùåì óçëå â ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ïëîòíîñòüýíåðãèè ïðåâûøàåò óñòàíîâëåííûé ïîðîã, â ïÿòü ðàç ïðåâûøàþùèé âåëè÷èíó ñðåä-59



íåé ïëîòíîñòè ýíåðãèè â ñèñòåìå. Âåðòèêàëüíûå ÷åðíûå ëèíèè, òàêèì îáðàçîì, ñîîò-âåòñòâóþò äîëãîæèâóùèì ëîêàëèçîâàííûì âîçáóæäåíèÿì � äèñêðåòíûì áðèçåðàì.Âûøåïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò, ÷òî äèñêðåòíûå áðèçåðû äîñòà-òî÷íî ëåãêî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â íåëèíåéíûõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòåìàõ, íå òîëüêîïóòåì öåëåíàïðàâëåííîãî çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé íà òî÷íîì ðåøåíèè, íî è â ïå-ðåõîäíûõ ïðîöåññàõ èëè òåïëîâîì ðàâíîâåñèè. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î ñòàòè-ñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â òàêèõ ïðîöåññàõ; íåêîòîðûå ðåçóëüòàòûïî ýòîé ïðîáëåìå ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [40℄.
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�èñ. 2.2: Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå FT[xl(t ≥ 1000)] (ω) ðåøåíèÿ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 2.1äëÿ l = 0 è l = ±1 (âðåçêà).
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�èñ. 2.3: Òðàåêòîðèè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íà ñåêóùåé {x0 = 0, ẋ0 > 0} äëÿ çàäà÷è ññîêðàùåííûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðè ýíåðãèè E = 0.58. Ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü
{x1, ẋ1}.
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�èñ. 2.4: Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü e(5)(t). Âåðõíÿÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ïîëíàÿ ýíåð-ãèÿ. ×åòûðå ñïëîøíûå ëèíèè � äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïî-äâèæíûì òî÷êàì îòîáðàæåíèÿ â îñòðîâàõ 1 è 2 (ðèñ. 2.3), áîëüøåìó òîðó â îñòðîâå1 è òîðó â îñòðîâå 2 (ðèñ. 2.3). Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîò-âåòñòâóþùèõ òîðó â îñòðîâå 3; øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé,ñîîòâåòñòâóþùèõ õàîòè÷åñêîé òðàåêòîðèè (ðèñ. 2.3).
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�èñ. 2.5: �àñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ðåøåòêå äëÿ ëîêàëèçîâàííîãî ðåøåíèÿ ñ ýíåðãèåé
E = 0.3 â ìîìåíò âðåìåíè t = 3000. Çàêðàøåííûå êðóæêè îòìå÷àþò ëîêàëüíóþ ýíåð-ãèþ íà êàæäîì óçëå ðåøåòêè. Âðåçêà: âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè â îêðåñòíîñòèöåíòðà áðèçåðà e(5)(t).
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�èñ. 2.6: Äèñêðåòíûå áðèçåðû, íàéäåííûå ìåòîäîì èòåðàöèè êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå.(à): v2 = 2 , v3 = −3 , v4 = 1 , w2 = 0.1; (á): v2 = 1 , v4 = 1 , w2 = 0.1. Ïîêàçàíó÷àñòîê öåïî÷êè èç 100 ýëåìåíòîâ. 65



�èñ. 2.7: Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãîðèòìà ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè �óíêöèè
S (2.28), ñîîòâåòñòâóþùåé áðèçåðíîìó ðåøåíèþ.

�èñ. 2.8: Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé ñåäëî-âîé íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ (2.31). Òî÷êè � ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ.Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � äèàãîíàëü x = y.
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�èñ. 2.9: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñåìåéñòâà èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îð-áèò: óñòîé÷èâûå îðáèòû è íåóñòîé÷èâûå, áè�óðêàöèÿ.
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�èñ. 2.10: Ñõåìà ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ìàòðèöû Íüþòîíà äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîãî �à-çîâîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. ïîÿñíåíèÿ â òåêñòå).
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�èñ. 2.11: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â öåïî÷êå (ïàðàìåòðû óêàçàíû â òåêñòå)íà äâóõ ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáàõ âðåìåíè. Îñü àáñöèññ � íîìåð óçëà, îñü îðäèíàò �âðåìÿ. �ðàäàöèÿìè ñåðîãî îòîáðàæàåòñÿ âåëè÷èíà ïëîòíîñòè ýíåðãèè (áåëûé � íóëü,÷åðíûé � íàèáîëüøåå íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå).
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�èñ. 2.12: Ñíèìêè ïëîòíîñòè ýíåðãèè â ìîìåíòû âðåìåíè t = 400 (à), 450 (á), 500(â), 5000 (ã) â êâàäðàòíîé ðåøåòêå ñ ïàðàìåòðàìè, óêàçàííûìè â òåêñòå. Ïëîòíîñòüýíåðãèè îòîáðàæàåòñÿ ãðàäàöèÿìè ñåðîãî îò áåëîãî (íóëü) äî ÷åðíîãî (íàèáîëüøååíàáëþäàåìîå çíà÷åíèå).
70



0.5

1  

1.5

2  

2.5

3  

10 20 30 40 50

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

n
x

n y

0.2

0.4

0.6

0.8

1  

1.2

1.4

10 20 30 40 50

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

n
x

n y

0.2

0.4

0.6

0.8

1  

1.2

10 20 30 40 50

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

n
x

n y

0.2

0.4

0.6

0.8

1  

1.2

10 20 30 40 50

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

n
x

n y

�èñ. 2.13: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â îñòûâàþùåé äâóìåðíîé ðåøåòêå (ñì. ïî-ÿñíåíèÿ â òåêñòå).
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�èñ. 2.14: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â îñòûâàþùåé îäíîìåðíîé ðåøåòêå (ñì. ïî-ÿñíåíèÿ â òåêñòå
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(à) (á)

(â) (ã)�èñ. 2.15: Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè â îäíîìåðíîé öåïî÷êå ïîñëå óñòàíîâëåíèÿòåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ: c = 1 (à), c = 3 (á), c = 4 (â, ã).
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�èñ. 2.16: Ýâîëþöèÿ ýíåðãèè â äâóìåðíîé ðåøåòêå íà äâóõ ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáàõâðåìåíè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ c = 5.
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�ëàâà 3
Êâàíòîâûå áðèçåðû
3.1 Ïîíÿòèå êâàíòîâîãî áðèçåðàÂ ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè ê çàäà÷àì ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè âîçíèêàåò åñòåñòâåí-íûé âîïðîñ, ÷òî ïðîèçîéäåò ñ äèñêðåòíûìè áðèçåðàìè, åñëè ïåðåéòè îò êëàññè÷åñêîéçàäà÷è ê ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé [48℄. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ëè-íåéíî è òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíî, âñå åãî ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ óäîâëåòâîðÿþòòåîðåìå Áëîõà. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ðåøåòî÷íîãî ãàìèëüòîíèàíàíå ìîãóò áûòü ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííûìè (íà ðåøåòêå). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,âîïðîñ î ñîîòâåòñòâèè ìåæäó êâàíòîâîé çàäà÷åé î ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèÿõ è êëàñ-ñè÷åñêîé � îá ýâîëþöèè ñèñòåìû âî âðåìåíè ïðè íàëè÷èè äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ �òðåáóåò ðåøåíèÿ.Êîíöåïöèÿ òóííåëèðîâàíèÿ äàåò âîçìîæíîñòü îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ. �àññóæ-äàÿ ¾íà ïàëüöàõ¿, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîêâàíòîâàòü ñåìåéñòâî ïåðèîäè-÷åñêèõ îðáèò, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñêðåòíûì áðèçåðàì, ëîêàëèçîâàííûì íà îïðåäå-ëåííîì óçëå ðåøåòêè. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ñåìåéñòâ ðàâíî ÷èñëó óçëîâðåøåòêè. Êâàíòîâàíèå (íàïðèìåð, ïî Áîðó-Çîììåð�åëüäó) äàñò íåêîòîðûå ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó òàêóþ ïðîöåäóðó ìîæíî ïðèìåíèòü ê ëþáîìó èç ñåìåéñòâáðèçåðîâ, ðàçëè÷àþùèõñÿ ëèøü òî÷êîé ëîêàëèçàöèè, èìååò ìåñòî N-êðàòíîå âû-75



ðîæäåíèå, ãäå N åñòü ÷èñëî óçëîâ ðåøåòêè. Çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿíåñâÿçàííûõ óçëîâ, ýòî âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ, ïðèâîäÿ ê ðàñùåïëåíèþ óðîâíåé.Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðåòíûì áðèçåðàì ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî çîí êîíå÷íîé øèðè-íû, êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü ãèáðèäèçèðîâàíû ñ äðóãèìè ñîñòîÿíèÿìè.Ýòè çîíû áóäåì íàçûâàòü çîíàìè êâàíòîâûõ áðèçåðîâ. Øèðèíà ýòèõ çîí èìååò ñìûñëîáðàòíîãî âðåìåíè òóííåëèðîâàíèÿ òàêîãî ïîëóêëàññè÷åñêîãî áðèçåðà ìåæäó ñîñåä-íèìè óçëàìè ðåøåòêè.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îæèäàòü ñëåäóþùåãî: åñëè êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååòäèñêðåòíûå áðèçåðû, òî åå êâàíòîâûé àíàëîã (â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå) äîëæåíõàðàêòåðèçîâàòüñÿ óçêèìè çîíàìè ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé, áëèçêèõ ê âûðîæäåíèþ.×èñëî ñîñòîÿíèé â êàæäîé çîíå ðàâíî N , à èõ âîëíîâûå �óíêöèè èìåþò âèä áëî-õîâñêèõ ñóïåðïîçèöèé êâàçèêëàññè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé, ïîëó÷àåìûõ êâàí-òîâàíèåì êëàññè÷åñêèõ îðáèò ïî Áîðó-Çîììåð�åëüäó. Çîíû ñ÷èòàþòñÿ óçêèìè ïîñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì ìåæçîííûì ðàññòîÿíèåì â äàííîé îáëàñòè ñïåêòðà, à êâà-çèêëàññè÷åñêèé ïðåäåë ïðåäïîëàãàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.Õàðàêòåðíîå ñâîéñòâî êâàíòîâûõ áðèçåðíûõ ñîñòîÿíèé � ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ëîêà-ëèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé [49℄. Â ýòîì ñìûñëå êâàíòîâûåáðèçåðû îáðàçóþò êëàññ ñâÿçàííûõ ÷àñòèöåïîäîáíûõ ñîñòîÿíèé.Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ áîëüøèõ ýíåðãèé è êîëè÷åñòâà óçëîâ N ïëîòíîñòüñîñòîÿíèé òàêæå ñòàíîâèòñÿ âûñîêîé. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ýòî ïîâëèÿåò íà çîíûêâàíòîâûõ áðèçåðîâ, â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåò ëè ãèáðèäèçàöèÿ ñ äðóãèìè (íåáðèçåð-íûìè) ñîñòîÿíèÿìè ê äåëîêàëèçàöèè êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé. Òàêæå ïðåäñòàâëÿåòèíòåðåñ âîïðîñ, ê ÷åìó ïðèâîäèò íåèíòåãðèðóåìîñòü áîëüøèíñòâà êëàññè÷åñêèõ äèñ-êðåòíûõ ñèñòåì, èìåþùèõ áðèçåðíûå ðåøåíèÿ. Ñ ïîçèöèé êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïîäõî-äà (êâàíòîâàíèå êëàññè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå) ìîæíî îæèäàòü,÷òî êëàññè÷åñêèå õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè, â òèïè÷íîì ñëó÷àå îêðóæàþùèå áðèçåð-íóþ îðáèòó, ìîãóò ïîâëèÿòü íà êâàíòîâîå áðèçåðíîå ñîñòîÿíèå.76



×èñëåííîå èññëåäîâàíèå êâàíòîâûõ áðèçåðîâ ïðèíöèïèàëüíî îãðàíè÷èâàåòñÿ âîç-ìîæíîñòÿìè ÷èñëåííîãî ñ÷åòà ââèäó áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Â èäåà-ëå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå êâàíòîâîé çàäà÷è â îáëàñòè áîëüøèõ ýíåð-ãèé (÷òîáû îòñëåäèòü ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì) è íà áîëüøîé ðåøåòêå. Ýòîíåâîçìîæíî ïðè äîñòóïíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñàõ, ïîñêîëü-êó ðåøåíèå êâàíòîâîé çàäà÷è òðåáóåò äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèö ðàíãà bN , ãäå b �÷èñëî ñîñòîÿíèé íà óçåë, êîòîðîå äîëæíî áûòü áîëüøèì äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ñêëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì. Ïîýòîìó èìåþùèåñÿ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ÷èñëåííûå èñ-ñëåäîâàíèÿ êâàíòîâûõ áðèçåðíûõ ñîñòîÿíèé îãðàíè÷èâàþòñÿ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì ñíåáîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ (N ≤ 8) [49℄, [50℄, [51℄.Îäíî èç íåìíîãèõ èñêëþ÷åíèé � ýòî êâàíòîâîå äèñêðåòíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèåØðåäèíãåðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì [52℄
H = −

N∑

l=1

[
1

2
(a†

l al)
2 + C(a†

l al+1 + h.c.)

] (3.1)è êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè
ala

†
m − a†

mal = δlm , (3.2)ãäå h.c. îáîçíà÷àåò ýðìèòîâî ñîïðÿæåííîå ñëàãàåìîå, à δlm � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Âýòîé ñèñòåìå ñîõðàíÿåòñÿ ÷èñëî êâàíòîâ
B =

∑

l

nl , nl = a†
l al . (3.3)Äëÿ b êâàíòîâ è N óçëîâ ÷èñëî áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíî

(b + N − 1)!

b!(N − 1)!
. (3.4)Â ñëó÷àå b = 0 èìååòñÿ òîëüêî îñíîâíîå âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå. Ïðè b = 1 ñóùåñòâóåò

N ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîêâàíòîâûì âîçáóæäåíèÿì. Ýòè ñîñòîÿíèÿ ïî-äîáíû êëàññè÷åñêèì ñòîÿ÷èì âîëíàì. Ïðè b = 2 çàäà÷à âñå åùå ðåøàåòñÿ òî÷íî,ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å äâóõ òåë íà ðåøåòêå.77
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�èñ. 3.1: Ñïåêòð êâàíòîâîãî äèñêðåòíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïðè
b = 2 è N = 101. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ïîñòðîåíû â çàâèñèìîñòè îò âîëíî-âîãî ÷èñëà ñîáñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ.
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×èñëåííîå ðåøåíèå äâóõêâàíòîâîé çàäà÷è ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.1 [52℄. Â ñïåêòðåâûäåëÿþòñÿ øèðîêàÿ çîíà ¾èí�èíèòíîãî¿ äâèæåíèÿ äâóõ ÷àñòèö è èçîëèðîâàííàÿêðèâàÿ, ðàñïîëîæåííàÿ íèæå. Ýòà êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò êâàçè÷àñòè÷íûì ñîñòîÿíè-ÿì, õàðàêòåðèçóåìûì åäèíñòâåííûì êâàíòîâûì ÷èñëîì (ñâÿçàííûì ñ âîëíîâûì ÷èñ-ëîì q). Ýòî � ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ äâóõ ÷àñòèö. Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿýòèõ ñîñòîÿíèé èìååò âèä [52℄
E = −

√
1 + 16C2 cos2(

q

2
) . (3.5)Ëþáîå ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå èç ýòîãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèçóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëü-íûì ñïàäàíèåì ïðîñòðàíñòâåííûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåðî-ÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöû íà ðàññòîÿíèè â çàäàííîå êîëè÷åñòâî óçëîâ ðåøåòêè(îïðåäåëÿåìàÿ èíòåãðàëîì ïåðåêðûòèÿ òàêîãî ñîáñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ áàçèñíûìñîñòîÿíèåì, ãäå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ íà çàäàííîì ðàññòîÿíèè) ñïàäàåò ýêñïîíåíöè-àëüíî ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå q = ±π ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèåÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî ïðîåêöèÿ íà áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ ñ íåíó-ëåâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ÷àñòèöàìè ðàâíà íóëþ (÷òî îçíà÷àåò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòüîáíàðóæèòü ÷àñòèöû íà ðàçíûõ óçëàõ ðåøåòêè).Óâåëè÷åíèå ÷èñëà êâàíòîâ äî b = 3 èëè âûøå òðåáóåò ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà. Èìååò-ñÿ ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, èñïîëüçóþùåå ïàêåò Maple, ïîçâîëÿþùåå ðåøàòü çàäà-÷è ñ ïàðàìåòðàìè âïëîòü äî b = 4 è N = 14 [53℄. �àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèéâ ýòîì ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò îêîëî 3000. Òàêèå ìíîãîêâàíòîâûå çàäà÷è ïîçâîëèëè îáíà-ðóæèòü ìíîãî íîâûõ ñòðóêòóð â ñïåêòðàõ, îäíàêî ïðîáëåìà áîëåå ñèñòåìàòè÷åñêîãîèññëåäîâàíèÿ îñòàåòñÿ îòêðûòîé.Ïîñêîëüêó êâàçèêëàññè÷åñêèé ïðåäåë âñå åùå íåäîñòèæèì äëÿ áîëüøèõ ñèñòåì,ðàññìîòðèì â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ íåêîòîðûå ïðîñòûå êâàíòîâûå ñèñòåìû, ïîçâîëÿ-þùèå äîâåñòè çíà÷åíèÿ ýíåðãèé äî êâàçèêëàññè÷åñêèõ çíà÷åíèé.
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3.2 Êâàíòîâûé äèìåðÈìååòñÿ ñåðèÿ ïóáëèêàöèé î ñâîéñòâàõ êâàíòîâîãî äèìåðà [54℄,[55℄,[56℄. Ýòà ìî-äåëü îïèñûâàåò äèíàìèêó áîçîíîâ íà äâóõ óçëàõ ðåøåòêè. Ñèñòåìà èìååò äâà èíòå-ãðàëà äâèæåíèÿ: ÷èñëî áîçîíîâ è ýíåðãèþ, à çíà÷èò, îíà ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìà.Ïîä ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèåé â òàêîé ìîäåëè ìîæíî ïîíèìàòü òîëüêî íàðó-øåíèå ñèììåòðèè ìåæäó äâóìÿ óçëàìè.Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ äîïóñêàþòðåøåíèÿ, íå èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ìåñòàìè äâóõ óçëîâ. Ìîæíîïîëíîñòüþ ïðîàíàëèçèðîâàòü �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû è âûäå-ëèòü èçîëèðîâàííûå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Â îïðåäåëåííîé îáëàñòè ïà-ðàìåòðîâ èìåþòñÿ òðè òàêèõ ñåìåéñòâà: îäíî èíâàðèàíòíîå è äâà íåèíâàðèàíòíûõîòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè.Èññëåäîâàíèå êâàíòîâîãî äèìåðà îáíàðóæèëî ñóùåñòâîâàíèå ïàð ñîáñòâåííûõ ñî-ñòîÿíèé ñ áëèçêèìè ýíåðãèÿìè [54℄. Ìîæíî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñòðóê-òóðîé �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà êëàññè÷åñêîãî äèìåðà è ñïåêòðîì êâàíòîâîãî äèìåðà[56℄.�àìèëüòîíèàí êëàññè÷åñêîé çàäà÷è èìååò âèä
H = Ψ∗

1Ψ1 + Ψ∗
2Ψ2 +

1

2

(
(Ψ∗

1Ψ1)
2 + (Ψ∗

2Ψ2)
2
)

+ C (Ψ∗
1Ψ2 + Ψ∗

2Ψ1) , (3.6a)à óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
Ψ̇1,2 = i∂H/∂Ψ∗

1,2 . (3.6b)Ýòà ìîäåëü ñîõðàíÿåò íîðìó (èëè ÷èñëî ÷àñòèö) B = |Ψ1|2 + |Ψ2|2.Èçîëèðîâàííûå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþgradH || gradB .Ïåðåéäåì â (3.6) ê íîâûì ïåðåìåííûì
Ψ1,2 = A1,2e

iφ1,2 , A1,2 ≥ 0 .80



Òîãäà äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò àìïëèòóäû A1,2 ïîñòîÿííû âî âðåìåíè, à �àçû ñâÿ-çàíû ñîîòíîøåíèåì
φ1 = φ2 + ∆ , ∆ = 0, πè íàðàñòàþò ëèíåéíî ñî âðåìåíåì:

φ̇1,2 = ω .�åøàÿ àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóä ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, íàéäåì òðèñåìåéñòâà îðáèò P1, P2, P3:
P1 : A2

1,2 = 1
2
B , ∆ = 0 , ω = 1 + C +

1

2
B , (3.7a)

P2 : A2
1,2 = 1

2
B , ∆ = π , ω = 1 − C +

1

2
B , (3.7b)

P3 : A2
1 = 1

2
B

(
1 ±

√
1 − 4C2/B2

)
, ∆ = 0 , ω = 1 + B . (3.7
)Ñåìåéñòâî P3 ñîîòâåòñòâóåò äâóì ðåøåíèÿì ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, íàðóøàþùèì ïå-ðåñòàíîâî÷íóþ ñèììåòðèþ. Ñåìåéñòâî P3 ñóùåñòâóåò ïðè B ≥ Bb, ãäå Bb = 2C, èðîæäàåòñÿ â ðåçóëüòàòå áè�óðêàöèè èç P1. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñåïàðàòðèñíîå ìíî-ãîîáðàçèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ýíåðãèåé ðåøåíèÿ P1 ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè

B ≥ Bb. Ýòî ìíîãîîáðàçèå ðàçäåëÿåò òðè îáëàñòè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå: äâå ñðåøåíèÿìè, íàðóøàþùèìè ïåðåñòàíîâî÷íóþ ñèììåòðèþ (êàæäàÿ èç íèõ ñîäåðæèòïî âåòâè ñåìåéñòâà P3), è îäíó, ñîñòîÿùóþ èç ïåðåñòàíîâî÷íî-èíâàðèàíòíûõ ðåøå-íèé (ñîäåðæàùóþ ýëëèïòè÷åñêóþ îðáèòó P2). Ñåïàðàòðèñíîå ìíîãîîáðàçèå ñîäåðæèòãèïåðáîëè÷åñêèå îðáèòû P1. Ïðè B ≤ Bb ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà ñåìåéñòâà ïåðèî-äè÷åñêèõ îðáèò � P1 è P2, îáà ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (3.6) íåèìååò äðóãèõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, äðóãèõ ñåïàðàòðèñ è äðóãèõ áè�óðêàöèé, êðîìåóïîìÿíóòûõ.Â çàâåðøåíèå àíàëèçà êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, ïåðå÷èñëèì ýíåðãåòè÷åñêèå ñâîé-ñòâà ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàçäåëåííûõ ñåïàðàòðèñíûì ìíî-ãîîáðàçèåì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû (3.7a)-(3.7
) ñîîòâåòñòâóþòìàêñèìóìàì, ìèíèìóìàì è ñåäëîâûì òî÷êàì ýíåðãèè ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè81



B, ïðè÷åì íåò äðóãèõ ýêñòðåìóìîâ èëè ñåäëîâûõ òî÷åê. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿýíåðãèè
E1 = H(P1) = B +

1

4
B2 + CB , (3.8a)

E2 = H(P2) = B +
1

4
B2 − CB , (3.8b)

E3 = H(P3) = B +
1

2
B2 + C2 . (3.8
)Ïðè B < Bb èìååì E1 > E2 (P1 � ìàêñèìóì, P2 � ìèíèìóì). Ïðè B ≥ Bbïîëó÷àåì E3 > E1 > E2 (P3 � ìàêñèìóìû, P1 � ñåäëîâàÿ òî÷êà, P2 � ìèíèìóì).Åñëè B < Bb, òî âñå òðàåêòîðèè ïåðåñòàíîâî÷íî-èíâàðèàíòíû. Åñëè B ≥ Bb, òîòðàåêòîðèè ñ ýíåðãèÿìè E1 < E ≤ E3 íå èíâàðèàíòíû, à òðàåêòîðèè E2 ≤ E ≤ E1èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè óçëîâ.Êâàíòîâàÿ çàäà÷à ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé êîìïëåêñíûõ âåëè÷èí Ψ, Ψ∗ â (3.6a) íàîïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ áîçîíîâ a, a+ ñî ñòàíäàðòíûìè êîììóòàöèîí-íûìè ñîîòíîøåíèÿìè. ×òîáû ñîõðàíèòü èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè

Ψ ⇔ Ψ∗, íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî çàìåíèòü ïðîèçâåäåíèå ΨΨ∗ òîæäåñòâåííûìñèììåòðè÷íûì âûðàæåíèåì 1/2(ΨΨ∗ + Ψ∗Ψ)):
H =

5

4
+

3

2

(
a+

1 a1 + a+
2 a2

)
+

1

2

(
(a+

1 a1)
2 + (a+

2 a2)
2
)

+ C
(
a+

1 a2 + a+
2 a1

)
. (3.9)Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ~ = 1, à çíà÷èò, ñîáñòâåííûå ÷èñëà b îïåðàòîðà B = a+

1 a1 +

a+
2 a2 � öåëûå ÷èñëà. Ïîñêîëüêó B êîììóòèðóåò ñ H , ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü ãàìèëü-òîíèàí â áàçèñå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà B. Êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

b ñîîòâåòñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâó ðàçìåðíîñòè (b + 1) â ïðîñòðàíñòâå ñîáñòâåííûõ�óíêöèé îïåðàòîðà B. Ýòè ñîáñòâåííûå �óíêöèè ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ïðÿìîå ïðî-èçâåäåíèå ñîñòîÿíèé ñ çàäàííûì ÷èñëîì áîçîíîâ |n〉 íà êàæäîé èç ñòåïåíåé ñâîáîäûè ìîãóò áûòü îáîçíà÷åíû ñèìâîëîì |n, m〉, ÷òî îçíà÷àåò n áîçîíîâ íà óçëå 1 è máîçîíîâ íà óçëå 2. Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè b èìååì m = b − n, à çíà÷èò, êàæäîåñîñòîÿíèå ìîæíî èäåíòè�èöèðîâàòü îäíèì íîìåðîì n: |n, (b − n)〉 ≡ |n).82



Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ ïðè �èêñèðîâàííîì b ñâîäèòñÿ êäèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû
Hnm =





5
4

+ 3
2
b + 1

2
(n2 + (b − n)2) , n = m

C
√

n(b + 1 − n) , n = m + 1

C
√

(n + 1)(b − n) , n = m − 1

0 , äëÿ äðóãèõ n

(3.10)
ãäå n, m = 0, 1, 2, ..., b. Îòìåòèì, ÷òî Hnm � ýòî ñèììåòðè÷íàÿ òðåõäèàãîíàëüíàÿìàòðèöà. Äîïîëíèòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ Hnm = H(b−n),(b−m) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèì-ìåòðèè H îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè óçëîâ.Ïðè C = 0 ìàòðèöà Hnm ñòàíîâèòñÿ äèàãîíàëüíîé, ïðè÷åì êàæäîå åå ñîáñòâåí-íîå çíà÷åíèå äâóêðàòíî âûðîæäåíî (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ |b/2) äëÿ ÷åòíûõ çíà÷å-íèé b). Êëàññè÷åñêîå �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò òîëüêî ïåðåñòàíîâî÷íî-íåèí-âàðèàíòíûå òðàåêòîðèè çà èñêëþ÷åíèåì îðáèò P2 è ñåïàðàòðèñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,ñîäåðæàùåãî P1 (�àêòè÷åñêè, â ýòîì ïðåäåëå ñåïàðàòðèñíîå ìíîãîîáðàçèå ïðåäñòàâ-ëÿåò èç ñåáÿ ðåçîíàíñíûé òîð, ñîäåðæàùèé îáà ñåìåéñòâà îðáèò P1 è P2). Òàêèìîáðàçîì, çà èñêëþ÷åíèåì ñåïàðàòðèñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, âñå òîðû íàðóøàþò ïåðå-ñòàíîâî÷íóþ ñèììåòðèþ è îáðàçóþò äâå ãðóïïû, ðàçäåëåííûå ñåïàðàòðèñîé. Ïðèêâàíòîâàíèè îíè äàäóò ïàðû âûðîæäåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïî îäíîìó íàêàæäóþ ãðóïïó.Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé çàäà÷àìè â ñëó÷àå äèàãîíàëüíîãî(C = 0) ãàìèëüòîíèàíà Hnm ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ H00 = Hbb ñîîòâåòñòâóþò êâàíòîâàííûì îðáèòàì P3. Ñ óâåëè÷åíèåì n, ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ Hnn = H(b−n),(b−n) ñîîòâåòñòâóþò êâàíòîâàííûì òîðàì â îêðåñò-íîñòè P3. Íàêîíåö, ñîñòîÿíèÿ ñ n = b/2 ïðè ÷åòíîì b èëè n = (b− 1)/2 ïðè íå÷åòíîì
b ñîîòâåòñòâóþò òîðàì, áëèæàéøèì ê ñåïàðàòðèñå.Ââåäåíèå íåíóëåâîãî C ïðèâåäåò ê ðàñùåïëåíèþ âñåõ ïàð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.Äëÿ ìàëûõ b ýòè ðàñùåïëåííûå óðîâíè íå èìåþò ñâÿçè ñî ñâîéñòâàìè êëàññè÷å-83



ñêîé ñèñòåìû. Îäíàêî, â ïðåäåëå áîëüøîãî b ñèñòåìà ïåðåõîäèò â êâàçèêëàññè÷åñêèéðåæèì, è, â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû, ñîáñòâåííûå �óíêöèè äîëæíû ñîîòâåò-ñòâîâàòü òîðàì â êëàññè÷åñêîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìèêâàíòîâàíèÿ Ýéíøòåéíà-Áðèëëþýíà-Êåëëåðà.Ïðè ìàëîì, íî íåíóëåâîì C ñïåêòð ñîñòîèò èç ïàð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñâÿ-çàííûõ äðóã ñ äðóãîì ñèììåòðèåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé è ìàëîéâåëè÷èíîé ðàñùåïëåíèÿ ∆En. Ýòè âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèé áûëè ðàññ÷èòàíû ÷èñëåí-íî, à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè âîçìóùåíèé [54℄, [56℄. Â ïðåäåëå áîëüøîãî býòè ðàñùåïëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû äëÿ ýíåðãèé âûøå ýíåðãèè êëàññè÷åñêîéñåïàðàòðèñû (÷òî ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì, íå èíâàðèàíòíûì îòíî-ñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè óçëîâ). Äëÿ ýíåðãèé íèæå ýíåðãèè êëàññè÷åñêîé ñåïàðàòðèñûâåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ áûñòðî íàðàñòàåò äî ìàñøòàáà ñðåäíåãî ìåæóðîâíåâîãî ðàñ-ñòîÿíèÿ.Íà ðèñ. 3.2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíà äëÿ 600 áî-çîíîâ (b = 600) [56℄. Íà âðåçêå ïîêàçàí ãðà�èê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â çàâèñèìîñòèîò ýíåðãèè, ïîäòâåðæäàþùèé íàëè÷èå îñîáåííîñòè â òî÷êå ýíåðãèè êëàññè÷åñêîé ñå-ïàðàòðèñû.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûõ ðàñùåïëåíèé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòüïðîãðàììíûå ñðåäñòâà, ïîçâîëÿþùèå âåñòè ðàñ÷åòû ñ ëþáîé òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.Ýòó âîçìîæíîñòü ïðåäîñòàâëÿåò, íàïðèìåð, ïàêåò Mathemati
a. Íà ðèñ. 3.3 ïîêàçà-íû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ðàñùåïëåíèé (áûëà çàäàíà òî÷íîñòü 512 çíàêîâ)âìåñòå ñ ïðåäñêàçàíèåì òåîðèè âîçìóùåíèé. Êàê è îæèäàëîñü, âåëè÷èíà ðàñùåïëå-íèé ðåçêî ïàäàåò, êîãäà ýíåðãèÿ ñòàíîâèòñÿ âûøå óðîâíÿ êëàññè÷åñêîé ñåïàðàòðèñû.Ñëåäîâàòåëüíî, íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ âðåìåíè ýòè ñîñòîÿíèÿ áóäóò ñëåäîâàòü äè-íàìèêå êëàññè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, íàðóøàþùåãî ïåðåñòàíîâî÷íóþ ñèììåòðèþ.
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n~�èñ. 3.2: Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà ñîñòîÿíèÿ ñäëÿ ñèììåòðè÷íûõ è àíòèñèììåòðè÷íûõ ñîñòîÿíèé (äëÿ îáîèõ òèïîâ ñîñòîÿíèé 0 <

ñ < b/2). Ïàðàìåòðû: b = 600, C = 50. Âðåçêà: Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â çàâèñèìîñòèîò ýíåðãèè.
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�èñ. 3.3: �àñùåïëåíèå óðîâíåé â çàâèñèìîñòè îò ñ äëÿ b = 150 è C = 10. Ñïëîøíàÿëèíèÿ � ÷èñëåííûé ðåçóëüòàò, øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Âðåçêà: Òîæå äëÿ b = 600 è C = 50 (òîëüêî ÷èñëåííûé ðåçóëüòàò).
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3.3 Êâàíòîâûé òðèìåðÄèìåð, áóäó÷è ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé, íå èìååò õàîòè÷åñêèõ ðåøå-íèé. Â îòëè÷èå îò äèìåðà, òðèìåð (ñèñòåìà ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû) íåèíòåãðè-ðóåì, ò.ê. äîáàâëåíèå îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû íå ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì íîâîãîèíòåãðàëà äâèæåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ, áóäó÷è âñå åùå äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ñèñòåìîé,òðèìåð ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå êâàíòîâîé çàäà÷è â îáëàñòè áîëü-øèõ ýíåðãèé [57℄.Ïîäîáíî äèìåðó, ãàìèëüòîíèàí êâàíòîâîãî òðèìåðà èìååò âèä
H =

15

8
+

3

2
(a+

1 a1 + a+
2 a2 + a+

3 a3) +
1

2

[
(a+

1 a1)
2 + (a+

2 a2)
2
]

+ C(a+
1 a2 + a+

2 a1) + δ(a+
1 a3 + a+

3 a1 + a+
2 a3 + a+

3 a2) . (3.11)Îïåðàòîð ÷èñëà êâàíòîâ B = a+
1 a1 + a+

2 a2 + a+
3 a3 ñíîâà êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòî-íèàíîì, ÷òî ïîçâîëÿåò äèàãîíàëèçèðîâàòü (3.11) â áàçèñå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé B.Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ b îïåðàòîðà B êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèéêîíå÷íî è ðàâíî (b + 1)(b + 2)/2. Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðî-ñòðàíñòâî ðàçäåëÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîíå÷íîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ ïîä-ïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðà B. Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäåïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîñòîÿíèé ñ çàäàííûì ÷èñëîì êâàíòîâ |n〉 íà êàæäîé ñòåïåíèñâîáîäû. Ñîñòîÿíèå ñ n êâàíòàìè íà óçëå 1, m êâàíòàìè íà óçëå 2 è l êâàíòàìè íàóçëå 3 áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì |n, m, l〉.Äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ b èìååì l = b−m− n, à çíà÷èò, êàæäîå ñîñòîÿíèå èäåí-òè�èöèðóåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè (n, m): |n, m, (b − n − m)〉 ≡ |n, m〉.Îòìåòèì, ÷òî òðåòèé óçåë, äîáàâëåííûé ê äèìåðó, íå ýêâèâàëåíòåí ïåðâûì äâóì.Íà ýòîì óçëå íåò áîçîí-áîçîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, óçåë 3 ñëóæèòêàê áîçîííûé ðåçåðâóàð, äîáàâëåííûé ê äèìåðó. Ïåðâûå äâà óçëà â òðèìåðå ýêâèâà-ëåíòíû, ÷òî ïðèâîäèò ê ïåðåñòàíîâî÷íîé ñèììåòðèè, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ äèìåðà.Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ãàìèëüòîíèàíà (3.11) ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñ ðàçíûì ÷èñëîì87



êâàíòîâ b ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî b çàäà÷à ñâîäèòñÿê äèàãîíàëèçàöèè êîíå÷íîìåðíîé ìàòðèöû. Ìàòðèöà ñîñòîèò èç òðåõäèàãîíàëüíûõáëîêîâ, ãäå êàæäûé áëîê íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé äèìåðà (3.10),à íåíóëåâûå áëîêè âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè ñîäåðæàò ÷ëåíû âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðîïîð-öèîíàëüíûå δ. Ïîñêîëüêó H êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ïåðåñòàíîâêè óçëîâ 1 è 2
P̂q, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèììåòðè÷íûå |Ψ〉s è àíòèñèììåòðè÷íûå |Ψ〉a ñîñòîÿíèÿ.Ñòðóêòóðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèììåòðè÷íîé è àíòèñèììåòðè÷íîé ñîñòàâëÿþùèõ ãà-ìèëüòîíèàíà H ïîäîáíà ñòðóêòóðå ñàìîãî H .�àññìîòðèì ñëó÷àé b = 40. Îòáðîñèì ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (3.11),ïîñêîëüêó îíè ïðèâîäÿò ëèøü ê ñäâèãó ñïåêòðà ýíåðãèè íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó.Äëÿ ðàñ÷åòà âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðò-íûõ ïðîöåäóð (íàïèñàííûõ íà ÿçûêå Ôîðòðàí) òðåáóåòñÿ âðåìÿ ïîðÿäêà íåñêîëüêèõñåêóíä. Íà ðèñ. 3.4 èçîáðàæåí ó÷àñòîê ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè â çà-âèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà δ ïðè C = 2 [57℄.Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ äèìåðà, ïðè δ = 0 ãàìèëüòîíèàí ðàñïàäàåòñÿ íà íåâçàèìîäåé-ñòâóþùèå áëîêè, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò äèìåðó ñ êîëè÷åñòâîì áîçîíîâîò 0 äî b. Ïðè δ 6= 0 ïîÿâëÿåòñÿ ìåæáëî÷íîå âçàèìîäåéñòâèå, ÷òî ïðèâîäèò ê îïðå-äåëåííûì îñîáåííîñòÿì ñïåêòðà, êàê, íàïðèìåð, èñ÷åçíîâåíèå ïåðåñå÷åíèé. Ïîëíûéñïåêòð ýíåðãèè ïðîñòèðàåòñÿ äî çíà÷åíèé ïîðÿäêà 103, ÷òî îçíà÷àåò ñðåäíåå ìåæ-óðîâíåâîå ðàññòîÿíèå ïîðÿäêà 100. Â âåðõíåé òðåòè ñïåêòðà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèéíèæå, ÷åì â íèæíèõ äâóõ òðåòÿõ.Ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèé ýíåðãèè è ïàðàìåòðîâ ñ êëàññè÷åñêèì àíàëîãîì çàäà÷èäàåòñÿ âûðàæåíèÿìè Eêë = Eêâ/b2 + 1, Cêë = Cêâ/b è δêë = δêâ/b (çíà÷åíèåíîðìû B â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ðàâíî 1).Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàñ÷åòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òóííåëèðóþùèå ïàðûñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ñ áëèçêèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè ñîõðàíÿþòñÿïðè ïåðåõîäå ê íåèíòåãðèðóåìîìó ñëó÷àþ δ 6= 0. Îäíàêî, ïðè îïðåäåëåííûõ (çà-88



0 1 2 3
δ

320

330

340

350

E
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âèñÿùèõ îò êîíêðåòíîé ïàðû) çíà÷åíèÿõ δ ïàðà ìîæåò ðàñïàñòüñÿ. Èç ãðà�èêîâíà ðèñ. 3.4 íå âèäíî, êàê âåäóò ñåáÿ âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèÿ óðîâíåé â ïàðàõ. Íàðèñ. 3.5 ïîñòðîåí ãðà�èê âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò δ äëÿ âûáðàííîéïàðû áëèçêèõ óðîâíåé (ïðè δ = 0 ýíåðãèÿ óðîâíåé ñîñòàâëÿåò E ≈ 342) [58℄. Â ñëó÷àå
C = δ = 0 ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè x, y, zîïåðàòîðîâ ÷èñëà êâàíòîâ n1, n2, n3 íà êàæäîì èç óçëîâ. Â ñëó÷àå C 6= 0, δ 6= 0 ñî-ñòîÿíèå ìîæåò áûòü íåïðåðûâíûì îáðàçîì îòñëåæåíî ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèèïàðàìåòðîâ âïëîòü äî çíà÷åíèé C = δ = 0, à çíà÷èò, ñíîâà ìîæåò áûòü îõàðàêòå-ðèçîâàíî öåëûìè ÷èñëàìè x, y, z (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ïåðâûõ äâóõ ÷èñåë).Â òàêîé ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé âûáðàííàÿ íà ðèñ. 3.5 ïàðà óðîâíåé õàðàêòåðèçóåòñÿçíà÷åíèÿìè (x, y, z) = (26, 0, 14) è (0, 26, 14). Ïðè ñèëå ñâÿçè îêîëî δ ≈ 2.67 ïàðàðàñïàäàåòñÿ (ñì. ðèñ. 3.5), ïðåîäîëåâàÿ ïåðåä ýòèì îêîëî 30 ñáëèæåíèé ñ äðóãèìèóðîâíÿìè.Èç ðèñ. 3.5 âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ âîçðàñòàåò ïðèìåðíî íà 8 ïîðÿäêîâïðè èçìåíåíèè δ îò íóëÿ äî çíà÷åíèÿ, ñëåãêà ïðåâûøàþùåãî 0,5. Çàòåì ýòî áûñòðîå(íî, òåì íå ìåíåå, ãëàäêîå) íàðàñòàíèå ïåðåõîäèò â íåìîíîòîííóþ çàâèñèìîñòü ñ ðåç-êèìè ñêà÷êàìè (ðàñùåïëåíèå ∆E èçìåíÿåòñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ïðè èçìåíåíèè δëèøü íà åäèíèöû ïðîöåíòîâ). Ýòè ñêà÷êè, ðàçëè÷íûå ïî àìïëèòóäå, ïðîäîëæàþòñÿ ñóâåëè÷åíèåì δ äî òåõ ïîð, ïîêà âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ íå ïðèáëèæàåòñÿ ê ñðåäíåìóìåæóðîâíåâîìó ðàññòîÿíèþ (ïîðÿäêà åäèíèöû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå). Ïîñëåýòîãî ìîæíî ñ÷èòàòü ïàðó ðàñïàâøåéñÿ, òàê êàê åå íåâîçìîæíî ðàçëè÷èòü ñðåäèîñòàëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé.Íà ðèñ. 3.6 [58℄ óðîâíÿìè ñåðîãî èçîáðàæåíû ïðî�èëè êâàäðàòà ìîäóëÿ âîëíî-âûõ �óíêöèé ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ èç òîé æå ïàðû, êîòîðàÿ ðàñìàòðèâàëàñüâûøå, äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà δ = 0, 0.3, 0.636, 1.0, 1.8 (ýòè çíà÷åíèÿ îòìå÷åíûçàêðàøåííûìè êðóæêàìè íà ðèñ. 3.5).Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âûñòóïàþò ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííûì ÷èñëîì êâàíòîâ íà90
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�èñ. 3.6: Ïðî�èëè êâàäðàòà ìîäóëÿ âîëíîâûõ �óíêöèé ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ èçâûáðàííîé ïàðû ñîñòîÿíèé äëÿ δ = 0, 0.3, 0.636, 1.0, 1.8 (ñì. ðèñ. 3.5). (a) � òðèóðîâíÿ ñåðîãî, (b-e) � äåñÿòü óðîâíåé ñåðîãî. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå èçîáðàæàåìîéâåëè÷èíû ïîðÿäêà 10−30, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïîðÿäêà 1.92



êàæäîì èç óçëîâ. Ýòè ñîñòîÿíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ òðîéêîé |x, y, z >, ãäå x, y, z � ÷èñëîêâàíòîâ íà óçëàõ 1, 2, 3, ñîîòâåòñòâåííî. Áëàãîäàðÿ êîììóòàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ Bè H , ñîñòîÿíèå ìîæíî îïðåäåëèòü, çàäàâ ïîëíîå êîëè÷åñòâå êâàíòîâ b è ëþáûå äâà èç÷èñåë x, y, z. Ïðè �èêñèðîâàííîì b = 40 áóäåì îáîçíà÷àòü áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ ïàðîé
|x, z). Íà ðèñ. 3.6 ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàåòñÿ x, ïî îñè îðäèíàò z. Ýòè ãðà�èêèäàþò èí�îðìàöèþ î õîäå ïðîöåññà òóííåëèðîâàíèÿ.Ïðè δ = 0 (ðèñ. 3.6a) óçåë 3 ñ 14 êâàíòàìè íà íåì èçîëèðîâàí è íå ó÷àñòâóåò âäèíàìèêå. Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü äëÿ îñòàâøèõñÿ 26 êâàíòîâ � òóííåëèðîâàòüìåæäó óçëàìè 1 è 2. Ïîýòîìó âîëíîâàÿ �óíêöèÿ êîìïàêòíà â ïðîåêöèè íà îñü z.Çàäà÷à ïðè ýòîì ñâîäèòñÿ ê äèìåðó (ñì. ðàçäåë 3.2).Ïðè ââåäåíèè íåíóëåâîé ñâÿçè ñ òðåòüèì óçëîì, ÷èñëî êâàíòîâ â äèìåðå (íà óç-ëàõ 1 è 2) áîëåå íå ñîõðàíÿåòñÿ. Óçåë 3 äåéñòâóåò êàê ðåçåðâóàð, êîòîðûé ìîæåòîáìåíèâàòüñÿ êâàíòàìè ñ äèìåðîì. Áëàãîäàðÿ âçàèìîäåéñòâèþ, âîëíîâàÿ �óíêöèÿòåðÿåò êîìïàêòíîñòü ïî îñè z. Êðîìå òîãî, ñ óâåëè÷åíèåì δ îíà ïðîãèáàåòñÿ â ñòîðîíóìåíüøèõ çíà÷åíèé z.�àññìîòðèì õàðàêòåð ïðîöåññà òóííåëèðîâàíèÿ êâàíòîâ ñ óçëà 1 íà óçåë 2 (ïåðå-õîä îò áîëüøèõ çíà÷åíèé x ê ìàëûì). Âíà÷àëå êâàíòû òóííåëèðóþò íà óçåë 2 îäíî-âðåìåííî ñ óçëîâ 1 è 3 (ðèñ. 3.7(a)). Çàòåì îíè òóííåëèðóþò ñ óçëà 1 îäíîâðåìåííî íàóçëû 2 è 3 (ðèñ. 3.7(b)). Ñ óâåëè÷åíèåì ñâÿçè δ ñòðóêòóðà âîëíîâîé �óíêöèè óñëîæ-íÿåòñÿ, ÷òî, âîçìîæíî, îòðàæàåò èí�îðìàöèþ î ñòðóêòóðå êëàññè÷åñêîãî �àçîâîãîïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû.Èòàê, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òðè îñíîâíûõ íàáëþäåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, âåëè÷èíà ðàñ-ùåïëåíèÿ (îïðåäåëÿþùàÿ ñêîðîñòü òóííåëèðîâàíèÿ) âîçðàñòàåò íà 8 ïîðÿäêîâ ïðèóâåëè÷åíèè δ îò 0 äî 0,5. Ýòî êàæåòñÿ íåîæèäàííûì, ïîñêîëüêó îòíîñèòåëüíîå ñìå-ùåíèå ñàìèõ óðîâíåé ïðè ýòîì íåâåëèêî (ñì. ðèñ. 3.4). Êâàçèêëàññè÷åñêîå îáúÿñíåíèåýòîãî ý��åêòà ïðèâåäåíî â [58℄.Âòîðîå íàáëþäåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òóííåëèðîâàíèå êâàíòîâ â òðèìåðå93



íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðåòåêàíèÿ êâàíòîâ èç ðåçåðâóàðà (óçåë 3) íà ïóñòîé óçåë äèìåðàîäíîâðåìåííî ñ ïîòîêîì êâàíòîâ ñ çàïîëíåííîãî óçëà íà ïóñòîé âíóòðè äèìåðà. Âêîíöå ïðîöåññà òóííåëèðîâàíèÿ èçíà÷àëüíî çàïîëíåííûé óçåë äèìåðà îòäàåò êâàíòûðåçåðâóàðó. Ýòîò ðåçóëüòàò ñíîâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîæèäàííûì, ïîñêîëüêó ýòî îçíà-÷àåò, ÷òî êîëè÷åñòâî êâàíòîâ â äèìåðå âîçðàñòàåò â ïðîöåññå òóííåëèðîâàíèÿ, ÷òî, âñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòîì äëÿ èçîëèðîâàííîãî äèìåðà, äîëæíî ñíèæàòü ñêîðîñòüòóííåëèðîâàíèÿ.Ýòè äâà íàáëþäåíèÿ îêàçûâàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûìè äðóã ñ äðóãîì (ñì. äåòàëüíîåîáúÿñíåíèå â [58℄).Òðåòèé ðåçóëüòàò ñâÿçàí ñ ðåçîíàíñíûìè ïèêàìè è ïðîâàëàìè íà ðèñ. 3.5. �å-çîíàíñíûé õàðàêòåð ðàçäâèãàíèÿ è ñáëèæåíèÿ óðîâíåé (÷òî îçíà÷àåò óñêîðåíèå èçàìåäëåíèå òóííåëèðîâàíèÿ) ñâÿçàí ñî ñáëèæåíèÿìè ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû ñ äðó-ãèìè óðîâíÿìè. Íàëè÷èå ýòèõ ðåçîíàíñîâ îçíà÷àåò, ÷òî ìàëîå èçìåíåíèå ïàðàìåò-ðîâ ñèñòåìû ìîæåò ñèëüíî âëèÿòü íà ñêîðîñòü òóííåëèðîâàíèÿ. Ýòîò ý��åêò ìîæåòïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîçäàíèÿ ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõ óñòðîéñòâ. Íàðèñ. 3.8 ïîêàçàíû ÷åòûðå âàðèàíòà ñáëèæåíèÿ ìåæäó ïàðîé óðîâíåé è îäèíî÷íûìóðîâíåì, à òàêæå ìåæäó äâóìÿ ïàðàìè. Ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ âåëè÷èíûðàñùåïëåíèÿ è ñàìèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé â çàâèñèìîñòè îò δ [58℄.
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�èñ. 3.7: Ïîðÿäîê òóííåëèðîâàíèÿ êâàíòîâ â òðèìåðå. Áîëüøèå êðóæêè � óçëû 1 è2, ìåíüøèé êðóæîê � óçåë 3. Ñòðåëêàìè ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå ïîòîêà êâàíòîâ.
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�èñ. 3.8: Èçìåíåíèå âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèÿ óðîâíåé â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñáëèæå-íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû óðîâíåé ñ äðóãèìè óðîâíÿìè. Âðåçêè: Èçìåíåíèå ýíåð-ãåòè÷åñêèõ óðîâíåé, ó÷àñòâóþùèõ â ñáëèæåíèè. Ñïëîøíûå ëèíèè � ñèììåòðè÷íûåñîñòîÿíèÿ, øòðèõîâûå ëèíèè � àíòèñèììåòðè÷íûå ñîñòîÿíèÿ.95



Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîì ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîì ìàòåðèàëå áûëè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå îáùèåñâîéñòâà áðèçåðíûõ ðåøåíèé, à òàêæå ìåòîäû èõ ÷èñëåííîãî è àíàëèòè÷åñêîãî èñ-ñëåäîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ ðåøåòî÷íûõ ñèñòåìàõ.Óêàçàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ, ïðèâåäåíû ìåòîäû îöåí-êè èõ ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà ëîêàëèçàöèè è èññëåäîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü, àòàêæå äàíî îáîáùåíèå ýòèõ ìåòîäîâ äëÿ âðàùàòåëüíûõ áðèçåðíûõ ðåøåíèé (ðîòîá-ðèçåðîâ) â äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ.Îïèñàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ áðèçåðíûõ ðåøå-íèé (îáëàäàþùèõ áåñêîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíè) äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñèñòåì. �àñ-ñìîòðåíû ìåõàíèçìû, ïðèâîäÿùèå ê ãåíåðàöèè áðèçåðîâ ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì æèç-íè â ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêè ðåàëèçóåìûõ âàðèàíòàõ ïîñòàíîâêè ÷èñëåííîãî ýêñïåðè-ìåíòà (ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü áåãóùåé âîëíû, îñòûâàíèå íàãðåòîãî ó÷àñòêàðåøåòêè, òåïëîâîå ðàâíîâåñèå).�àññìîòðåí êâàíòîâûé âàðèàíò çàäà÷è î äèñêðåòíûõ áðèçåðàõ. Ïðîàíàëèçèðîâà-íû ÷àñòíûå ñëó÷àè êâàíòîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ è òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (äèìåð èòðèìåð).
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